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A petition de algunos oyentes, damos a la pu- 
blicidad el curso breve que en la primavera de 
1915 explicamos en la Catedra del Ateneo. 

Dedicadas estas conferencias a las personas fa- 
miliarizadas con la parte elemental de la Matemati- 
ca, era su objeto dar a este publico, en parte pro- 
fano, en parte profesional, una idea aproximada 
del estado actual de esta ciencia, de sus metodos 
y de sus problemas. 

Porque estas lecciones pueden ser entendidas sin 
conocimientos superiores, y constituyen como un 
programa de la Matematica moderna, pueden ser- 
vir de introduction a ella; por esto las hemos ti- 
tulado asi. Pero conviene precisar lo que enten- 
demos por elemental y por moderno. 

Bajo el nombre generico de Matematicas ele- 
mentales, suele incluirse la Aritmetica y el Algebra, 
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hasta las ecuaciones de cuarto grado, la Geome- 
tria metrica, la Geometria proyectiva cuadratica y 
nociones de Calculo diferencial e integral. 

La Matematica, como todas las ciencias, sufre 
crisis periodicas que renuevan sus problemas y sus 
metodos. Pedir una definicion de la disciplina que 
se llama hoy Matematica moderna, equivale a 
preguntar cual es la ultima radical renovacion que 
esta ciencia ha sufrido. En otro lugar nos hemos 
ocupado de su evolucion en la Edad contempo- 
rdnea (1) , y a aquel estudio nos remitimos para jus- 
tificar que por Matemdtica moderna entendamos 
la posterior a Riemann y Weierstrass. De ella nos 
ocupamos en estas paginas, agrupando sus varia- 
das teorias en torno de tres ideas capitales: con- 
juntos , funciones, grupos. 

Por el grandioso desarrollo de esta ciencia se- 
cular en los ultimos tiempos, el cual obliga a sus 
cultivadores a especializarse en un drea muy res- 
tringida, desde la cual no se perciben las lineas 
generales del edificio; y por la falta de obras que 


(1) Evolucion de la Matematica en la Edad contempo- 
ranea. Conferencias de la Seccidn de Ciencias exactas, 
fisicas y naturales del Ateneo de Madrid. 1916. 
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desarrollen para la Matematica superior el mismo 
programa desenvuelto por Klein en su libro sobre 
la Matemdtica elemental, resulta demasiado audaz 
este proposito nuestro, para poder realizarlo sin 
contar con la benevolencia de nuestros lectores, 
como antes contamos con la de nuestros oyentes. 
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CONFERENCIA PRIMERA 


Fundamentos de la Aritmetica y del Andlisis 

Si alguien nos pidiera una definicion de la Mate- 
matica futura, le diriamos que sera la Ciencia de los 
conjuntos; y si a continuacion nos preguntaran que 
expresa esta palabra conjunto, nos veriamos muy 
apurados para dar una definicion aceptable. Se ha 
dicho (1) que el significado de esta palabra no di- 
fiere del vulgar; pero esto no es completamente 
exacto. En el lenguaje vulgar nos referimos siem- 
pre a conjuntos finitos, a conjuntos cuyos elemen- 
tos todos se pueden enumerar al cabo de un cierto 
tiempo; si bien hablamos a veces de conjuntos que 
no somos capaces de imaginar, ni mucho menos de 
enumerar, a los cuales atribuimos, por induccion, 
las mismas propiedades experimentadas en los con- 
juntos que imaginamos o percibimos bien. 

(1) P. ej. , v. Borel: Legons sur la theorie des fonc- 
tions. Paris, 1914. 
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concepto de De los conjuntos finitos nace, 

. ol nor abstraction, el concepto de nu- 
mero, fundamento de toda la Ma- 
tematica. Mas, como a esta nocion suele llegarse 
de modo nada riguroso, conviene decir algunas pa- 
labras sobre la genesis combinatoria de la Aritme- 
tica y sobre el metodo axiomatico. 

He aqui un ejetnplo clasico, que nos muestra la 
necesidad del concepto de numero, y el camino 
mas natural para llegar a el. Una rnadre que carez- 
ca de esta nocion, tiene varios hijos, que llama- 
remos A, B , C, D; hace entre ellos un reparto de 
manzanas, y sean a , b , c, d las que corresponden 
a A, B , C, D, respectivamente. Cada nino tiene, 
pues, su manzana; y si — como hemos supuesto— la 
madre carece del concepto de numero, tendra buen 
cuidado de dar a cada chico su manzana, para te- 
ner seguridad de que ninguno queda sin ella. 

Mas supongamos que, tomando las mismas man- 
zanas rz, b } c, d, ensaya repartirlas de otro modo, 
y, por ejemplo, da a a B } la d a A, la c a Z), y la 
b a C. Entonces observa un hecho sorprendente: 
cada chico tiene utia manzana, aunque no sea la 
sui/a, y no sobra manzana ninguna. En cambio^ si 
intenta repartir el conjunto a, b, d entre los nmos 
A, B , C, D, indefectiblemente queda un chico sin 

manzana. , 

Dos conjuntos se dicen coordinables cuando en- 
tre sus elementos se puede establecer una corres- 
pondence biunwoca; es decir, de tal modo, que a 
cada elemento de uno corresponde uno, y uno solo, 
en el otro. Y el hecho antes observado no es ca- 
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sual, sino que «dos conjuntos cualesquiera, coordi- 
nables de un cierto modo, lo son de cualquier 
otro modo que se ensaye la correspondence*. 

De este hecho, facil de demostrar (1) , nace el 
concepto de numero. Para poder estudiar las pro- 
piedades comunes a todos los conjuntos coordina- 
bles, y distinguirlos de los no coordinables, se in- 
troducen estos entes abstractos representativos que 
llamamos numeros ■ Todos los conjuntos coordina- 
bles tienen el mismo numero; los no coordinables 
tienen ndmeros distintos. Resulta, pues, el numero, 
de una doble abstraccion: del orden de los elemen- 
tos del conjunto, y de la naturaleza de estos. 

Este metodo, para llegar al concepto de numero 
natural, y demostrar sus propiedades primeras, se 
apoya en las nociones de conjunto y de tiempo; y 
por si alguien se preguntara si sera posible pres- 
cindir de ellas, o de otras analogas, y construir la 
Aritmetica con la Logica pura simplemente, nos 
adelantaremos diciendole que la Logica es una pa- 
lanca poderosa, pero que necesita un punto de 
aplicacion exterior a la palanca misma; ella, por si 
sola, no puede dar sino tautologies. 

Por otra parte, como ha hecho notar Hilbert (2) , 
en la exposicion usual de las leyes logicas se utili- 
zan, tacita o exph'citamente, la nocion de conjunto 

(1) Vease, p. ej., Capelli: Istituzioni di Analisi alge- 
brica 1909. — Rey Pastor: Resumen de las lecciones de 
Analisis matematico explicadas en la Universidad Central 
(primer curso) Madrid. 1915. 

(2) Uber die Grundlagen der Logik und der Arithme- 
tik. Cong. Heidelberg. 1904. 
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y hasta la de numero; y una separation rigurosa de 
lo intuitivo y de lo logico en esta primera notion 
de numero natural exigiri'a un «progreso de la Logi- 
ca actual, paralelo al de la Matematica*. 


Metodo genetieo Diluciden los filosofos estas 
cuestiones; pero sea ello como 
quiera, una vez el matematico en posesion del nd- 
mero natural (1) , con dos numeros enteros constru- 
ye el ndmero rational, con infinites numeros ratio- 
nales construye el irracional, con dos numeros rea- 
les cualesquiera compone el numero complejo or- 
dinario, y con todos ellos edifica la Aritmetica 
primero, y el Analisis superior despues, sin recu- 
rrir a la intuition. For esto ha podido decir Poin- 
care, que hoy el rigor absolute esta logrado. 

Esta construction aritmetica pura, en la que solo 
se habla de numeros y no de cantidades, en la que 
se define el numero racional como «par de nume- 
ros naturales en un cierto orden de sucesion», y el 
irracional como «cortadura en el campo de los nu- 
meros rationales*, con total independencia de la 
notion de Hmite— la cual presupone la intuition de 
la cantidad— , es una conquista moderna, en gran 
parte debida a Dedekind, y punto de partida para la 
aritmetizacion de la Matematica, realizada por 

(1) Para Kronecker el numero natural debe considerar- 
se como dado, sin necesidad de fundamentacion. Para Hel- 
moltz es un fruto de la experiencia. Para Hilbert, el mejor 
metodo para introducir el numero es el axiomatico. 

12 



FUNDACION 

JUANELO 

TURRIANO 


Weierstrass. Constituiri'a ofensa a la ilustracion de 
mis oyentes detenerme en la explication de esta 
notion moderna del numero incommensurable o 
irracional; pues esto equivaldria a suponer que hay 
entre ellos quien sigue todavia.encarinado con la ya 
derogada teoria de Euclides- 


Metodo axiomatieo Expuesto queda asi, a gran - 


co; con el se llega a la notion de numero real por 
sucesivas ampliaciones del concepto de numero 
natural. Hilbert prefiere, sin embargo, desde el 
punto de vista logico, el metodo axiomatico, para 
llegar directamente a caracterizar el sistema de los 
numeros reales, pero sin dejar de reconocer el alto 
valor pedagogico y euristico del metodo genetico. 

No podemos detenernos hoy a exponer en deta- 
lle el metodo axiomatico. En el se llama numeros 
reales a un conjunto de cosas o entes cualesquiera, 
a,b, c..., que cumplen un conjunto de condiciones; 
y esta serie de postulados constituyen una defini- 
tion indirecta de dichos numeros. Estos postulados 
han de ser compatibles e independientes entre si; 
punto importante sobre el que insistiremos al tratar 
de los fundamentos de la Geometria. 


Construccion de Ed el metodo genetico es 


mentales, para cada nuevo sistema de numeros; y 


des rasgos, el metodo geneti- 


preciso ir generalizando suce- 
sivamente las operaciones ele- 


13 



FUNDACION 

JUANELO 

TURR1ANO 


\ 


i 
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esto se hace disponiendo de la arbitrariedad de las 
nuevas definiciones, de tal modo, que en el nuevo 
sistema, los numeros satisfagan a las mismas leyes 
formales que en el sistema anterior menos amplio. 
Esta norma o principio de permanencia de las le- 
yes formales (con frecuencia interpretado muy 
erroneamente en nuestro pais) es la que da a la 
Aritmetica uniformidad y sencillez. 

No nos detendremos, por ser bien conocido, en 
explicar estas generalizaciones sucesivas; ni como 
se combinan luego las operaciones elementales, 
dando origen a muy diversos algoritmos (fraccio- 
nes continuas, determinantes, etc.). Pero citemos 
siquiera la liltima de las operaciones elementales 
aritmeticas, que sirve de enlace con el Analisis, y 
de la cual hemos de ocuparnos mas detenidamente 
en otra conferencia; a saber: el paso al limite. 
Una combinacion cualquiera de las operaciones ele- 
mentales restantes, y de esta nueva, es lo que 
constituye un algoritmo inflnito: las series, los pro- 
duces infinitos, las fracciones continuas infinitas, 
los determinantes infinitos, etc- 


Infinito poteneial 
© infinito actual 


Esta cita nos lleva como de 
la mano a establecer la fronte- 
ra de separacion entre la Arit- 
metica y el Analisis, que pudiera establecerse asi: 
la Aritmetica estudia los conjuntos .finitos y el in- 
finito poteneial; el Analisis, el infinito actual. 
Precisaremos esta distincion. 
iQue queremos expresar cuando decimos que la 
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serie de los numeros naturales 1, 2, 3, 4, 5....... 

es ilimitada, o es indefinida, o es infinite? Sencilla- 
mente este hecho: despues de cada namero hay 
otro; he aquf en esta frase el significado del infini- 
te potencial. Toda la Aritmetica de los algontmos 
infinites puede construirse sin usar esta palabra 
infinite >; y es que, en realidad, solo manejamos 
conjuntos finitos, conjuntos formados por n ele- 
mentos, y luego tomamos n bastante grande para 
que se cumplan ciertas condiciones impuestas. 

Se presenta, pues, esta cuestion: ^Podemos ope- 
rar con conjuntos infinites como con los conjuntos 
finitos? Mas aun: iEs legitimo hablar de conjuntos 
infinites, siendo el hombre incapaz de concebir si- 
multaneamente los elementos de un conjunto finite 
apenas el nurnero de ellos es algo grande? Porque 
ya no se trata de considerar un numero n de ele- 
mentos que va creciendo, sino de concebir simul- 
taneamente todos los elementos del conjunto, es 
la enorme diferencia existente entre la potencia y el 
acto, entre el devenir y el ser. 


Conjuntos infinitos 


No podemos entrar en esta 
cuestion del conocimiento del 
infinito actual, la cual corresponde a la Filosofia y 
no a la Matematica; pero si no podemos concebtr- 
lo, sabemos manejarlo; y este estudio del infinito 
actual — obra admirable de Cantor— ha revolucio- 
nado esta ciencia; dentro de pocos anos sera el co- 
mienzo obligado de todo libro de matematicas. 

Supongamos establecida una ley, un convemo 
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cualquiera sujeto al principio del tertio excluso (es 
decir, no contradictorio); diremos que forman un 
conjunto todos los objetos que cumplen esta ley. 
Poco importa que no podamos concebir simultanea- 
mente todos ellos; nos basta la seguridad de que, 
dado un objeto cualquiera, o cumple esta ley, o no 
la cumple; y en el primer caso queda incluido en 
el conjunto. 

Observese que nos guardamos de decir que se 
pueda saber si dicho objeto pertenece o no al con- 
junto. Pudiera, en efecto, suceder, que, con los re- 
cursos actuates de la Matematica, no fuese posible 
saber si dicho ente cumple o no la condition im- 
puesta como definition del conjunto. Un ejemplo: 
el conjunto de los numeros irracionales esta per- 
fectamente definido, y, sin embargo, dado un nu- 
mero, no es facil, ni a veces posible, decidir si es 
racional o irracional. Tenemos, por ejemplo, lafa- 
mosa constante de Euler o Mascheroni, que se pre- 
senta en multitud de teorias diversas; se conoce su 
desarrollo en serie, en producto infinito, en forma 
de integral: 



n 



i n + 1 


C = 0, 5772 15664 
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podemos calcular tantas cifras exactas como quera- 
mos, y, sin embargo, no sabemos todavia si este 
numero tan perfectamente conocido es racional o 

es irracional. , , , 

Perfectamente definido esta igualmente el con- 
junto de los numeros algebricos, y, sin embargo, 
no sabemos, ni parece hoy posible averiguar, 
si 2 v r o e* son algebricos o trascen dentes. Mas 
jpara que buscar ejemplos artificiosos, si tenemos 
el numero k y el numero e, los dos fundamentales 
de la Matematica, cuyo caracter trascendente no se 
ha logrado demostrar hasta fines del siglo xix, a 
pesar del interes supremo que en ello habia, por 
llevar aparejada la contestacion definitiva a la ta- 
mosa cuestion de la cuadratura del circulo? 

La sucesion na- Fijemonos en los conjuntos in- 
* , „ ol finitos mas sencillos que se pre- 

turai y el conju sentan aj estu diar el Analisis; 

to real. p Qr e j ern plo, los terminos de 

una serie. iCuando se dice que la serie estd dado.? 
Cuando se da una expresion general algoritmi- 
ca cp (n), de la cual se deducen sucesivamente los 
terminos, dando a n los valores 1, 2, 3... (asi, por 
ejernplo, la serie armonica 1 + j + T + ■■•)> 0 
bien cuando se da una ley cualquiera de formacion. 
Asi, la serie de Fibonacci se define de este modo: 
los primeros terminos son 0 y 1 , y, a parti r de 
ellos, cada termino es la suma de los dos anteriores: 


0, 1, 1,2, 3, 5, 8, 13, 21, ... 
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Estos ejemplos podrian inducirnos, como dice 
Borel, a dar la definicion siguiente: «Diremos que 
un conjunto esta dado, cuando por una ley cualquie- 
ra se pueden determinar sus elementos sucesiva- 
mente, sin dejar ninguno ni repetir ninguno.» Esto 
equivaldrfa a reducir el infinito actual al infinito 
potencial. 

Aquellos de mis oyentes que no esten familiari- 
zados con la Matematica moderna, aceptaran des- 
de luego esta definicion como satisfactoria. Nada 
mds peligroso, sin embargo, en todas las teorias 
donde interviene el infinito, que dejarse llevar de 
la induction, dejando pasar las palabras sin exa- 
men riguroso que precise y delimite su signifi- 
cado. 

Dar los elementos sucesivamente quiere decir: 
dar uno, y luego otro, y despues un tercero...; 
equivale, pues, a enumerarlos, y, por tanto, a nu- 
merarlos; es atribuir a cada elemento un numero 
de la sucesion 1, 2, 3, 4..., de modoque, recfpro- 
camente, a cada ntimero natural corresponda un 
solo elemento. Dicho concisamente: es establecer 
una correspondence biunwoca entre los elemen- 
tos del conjunto y la serie de los numeros natu- 
rales. 

Y bien: ison todos los conjuntos susceptibles de 
esta enumeration, de esta numeracion, de esta co- 
rrespondencia? Es decir, £son todos los conjuntos 
numerables? 

Fijemonos en el formado por todos los numeros 
reales comprendidos entre 0 y 1 . Vamos a demos- 
trar que este conjunto, perfectamente definido, no 
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e s numerable; es decir: de cualquier modo que se 
forme una sucesion indefinida 

fl \) ) ^3 ) *•* 

de numeros comprendidos entre 0 y /, hay otros 
numeros de este intervalo que no figuran en la su- 

Ce Recordemos para esto una propiedad elemental 
de las fracciones continuas: «Todo numero real ad- 
mite un desarrollo unico en fraccion continua (fmi- 
ta o ilimitada); y, por consiguiente, si los desarro- 
Hos difieren en algun cociente incomplete, repre- 
sentan numeros distintos». Sentado esto, desarro- 
llemos los numeros n 1} n 2) ^ 3 , ... 


Hi = 


no = 


Cl\ + 


b, + 1 

c i +■ 


Civ -)- 


n 3 = 


b 2 + - 


C 2 + 


" 3 + r , i 

^3 1 


C3 + • 


Y ahora es muy facil formar un numero 
1 


n — 


<2 + 1 

+ 1 
c + . 


distinto de todos ellos, y como ellos comprendido 
entre 0 y / . En efecto: basta tomar a 4 1 &i, b ^ b 2 , 
c + c 3 , esta fraccion, asi formada, tiene, res- 
pecto de cada una de las anteriores, al menos un 
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cociente incomplete) distinto, y, por tanto, es dis- 
tinta de todas. 

Tenemos, pues, dos conjuntos infinitos no coor- 
dinables entre si: el formado por los numeros natu- 
rales 1, 2, 3, y el conjunto de todos los nti- 
meros reales comprendidos entre Oy 1. 


Noci6n de Para los conjuntos finitos hemos po- 
. QT1 . dido apreciar la importancia capital de 
la coordinabilidad. Desde el punto de 
vista matematico, dos conjuntos coordinables son 
equivalentes, y el numero es el ente abstracto que 
nos servia para representar todos los conjuntos 
coordinables entre si. Lo mismo acontece en la Ma- 
tematica trasfinita. Cantor ha introducido una no- 
cion que, para los conjuntos infinitos, tiene la mis- 
ma importancia capital que el numero tiene para los 
finitos; este concepto es el de potencia. 

Se dice que dos conjuntos tienen igaal potencia , 
o son equivalentes, cuando son coordinables, y 
distinta potencia en caso contrario. Tenemos, 
pues, por lo pronto, dos potencias distintas: la de 
los conjuntos numerables, es decir, la del conjunto 
1, 2, 3, 4, ..., y la del conjunto de los numeros 
reales comprendidos entre 0 y 1; esta liltima se 
llama la potencia del continuo. 


otros conjuntos Cualquiera no versado en estas 
cuestiones trasfinitas, podra creer 
que, halladas estas dos potencias distintas, es facil 
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ohtener otras potencias diversas. Por ejemplo: si 
del conjunto de los numeros naturales 1, d, .o 
suprimimos varios, parece que el nuevo conjunto 
no serd ya coordinable con el anterior, pues con- 
tiene menos elementos que el. 

Y, sin embargo, nada mas lejos de la verdad que 
esta aparente evidencia. No solo prescindiendo de 
varios elementos; aun suprimiendo lnfinitos del 
conjunto 1 , 2 , 3 ,..., el formado por los mfinitos res- 
tantes es equivalente al anterior, es decir, coor 
dinable con el. Suprimamos, por ejemplo, los cua- 
tro elementos primeros, o suprimamos todos los 
impares y, sin embargo, he aqui la corresponden- 
cia biunivoca: 


1 2 3 4 5 6 
5 6 7 8 9 10 

2 4 6 8 10 12 


Al elemento n del primer conjunto corresponde 
elfi +4en el segundo, y el 2 n en el tercero; cada 
elemento de uno tiene un homologo, y solo uno, en 
el otro, sin excepcion ninguna. 

Ejemplo instructive es este, en cuanto nos ense- 
na a proceder cautelosamente en estas cuestiones 
del infinito matematico. Las nociones de mas y 
menos , de suma y diferencia , solo estan defimdas 
para conjuntos finitos, y al aplicar inconsciente- 
mente proposiciones como « el to do es mayor que 
la parte» a los conjuntos infinites, para los cuales 
carecen de sentido, obtenemos consecuencias fal- 
sas. Espreciso, pues, para ocuparse con fruto de 
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estas cuestiones trasfinitas, sin incurrir en paralo- 
gismos, borrar de nuestra mente todos sus prejui- 
cios, y no usar ningun vocablo sin antes haberlo 
definido, aunque este tuviera claro significado en 
el orden de la finitud. 

Fracasados en la obtencion de conjuntos infini- 
tos de potencia inferior a la de la serie 1, 2, 3,... 
intentemos siquiera obten.er otros de potencia su- 
perior a la del continuo. Parece a primera vista que 
tomando, no solo los numeros del intervalo (0, 1), 
sino todos los numeros reales positivos, este con- 
junto mas amplio no sera coordinable con el ante- 
rior. Y, sin embargo, nada mas facil que estable- 
cer aritmetica o geometricamente , dicha coordi- 
nacion. 

Geometricamente, los numeros del intervalo 
(0, 1) estan representados por un segmento A B; 
y todos los numeros reales positivos, por una se- 
mirrecta A C. Coloquenios ambos con el origen 

comun A formando un angulo distinto de cero y de 
180°. En la paralela a AC trazada por B, tomemos 
un centro O, y proyectando desde el los puntos 
del segmento A B, obtenemos los de la semirrecta 
A C; la correspondence es punto a punto, es de- 
cir, biunivoca sin excepcion. 

Conjunto de Todavia otra sorpresa. Fonne- 
los numeros ra- mos ahora el conjunto de todos 


a su vez, esta contenido en el conjunto mas amplio 




cionales. 


los numeros racionales; de el for- 
ma parte la serie 1, 2, 3, 4..; y el, 
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de todos los numeros reales- Para quienes tratan al 
infinito con excesiva familiaridad, serd evidente 
que, conteniendo este conjunto de los numeros ra- 
tionales infinitamente menos numeros que el de 
los reales, e infinitamente mas que el de los natu- 
rales, no sera posible su coordination con uno ni 
con otro; mas bien parece que tendra una poten- 
cia intermedia entre ambos. Totalmente inexacta 
esta sospecha; coloquemos en un cuadro los nu- 
meros rationales 


Despues de tachar las fracciones reducibles, 
cada numero rational queda escrito una vez y solo 
una vez, y entonces podemos enumerarlos, comen- 
zando por 1 y siguiendo el orden indicado por 
las f lech as, obteniendo la sucesion ordenada si- 
guiente: 


A cada numero rational corresponde un numero 
de orden, y recfprocamente; es decir: el conjunto 
de todos los numeros racionales es numerable. 

Y a la misma conclusion Uegamos si inclulmos 
tambien los numeros negativos. Todo se reduce a 


1 2 3 4 5 
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efectuar la enumeracion como indica el siguiente 
esquema: 



Este hecho, que no podi'amos sospechar, y to- 
dos nuestros fracasos anteriores en la busca de un 
conjunto que no sea coordinable con el natural ni 
con el continuo, hacen surgir en nosotros una 
duda: iexisten conjuntos de numeros reales que no 
sean numerables ni tengan la potencia del con- 
tinuo? 

La duda es completamente fundada; mas aun: 
es un problema, y problema capital; y, por anadi- 
dura, problema todavi'a no resuelto. Es una de las 
cuestiones fundamentales senaladas por Hilbert a 
los investigadores, en su famosa conferencia de 
Paris (1 ). 


(1) Sar les problemes futurs des mathematiques. Con- 
greso de Paris, 1900.. 
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Poteneia y Hemos advertido que la potencia 
viene a ser para los conjuntos infini- 

numero. . * r . ' « r . . , 

tos como el numero para los fimtos. 
Con las potencias pueden definirse las mismas ope- 
raciones fundamentales que con los numeros (adi- 
cion y multiplicacidn), de este modo: «Suma de 
dos potencias m-\-n es la potencia del conjunto ob- 
tenido agregando los objetos de un conjunto de po- 
tencia m y otro de potencia n. ProduCo m n es la 
potencia del conjunto obtenido apareando cada ob- 
jeto del primero con cada objeto del segundo.» 

He aqui, pues, las mismas definiciones que sir- 
vieron para la suma y producto de dos numeros. 
Pero este paralelismo entre numeros y potencias 
no es completo. La potencia toma del numero so- 
lamente su caracter cardinal , mas no el ordinal. 
Precisaremos esta diferencia. 

Los eiementos de un conjunto finite pueden or- 
denarse mediante cualquier convenio. Si, por ejem- 
plo, se trata de cuatro objetos, indicaremos esta 
ordenacion asf: 

a •<; b -< c -< d 

donde el signo -< tiene el significado: anterior a. 
Sea, analogamente, 1 -< k -< p -<J m otro conjunto de 
igual numero de eiementos, tambien ordenados. Se 
puede, evidentemente, coordinarlo con el anterior 
de modo que se conserve el orden de ambos, asf: 

abed 
1 k p m 

Es decir, el numero natural, aunque ha sido def ini- 
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do como numero cardinal (con abstraccion del 
orden), sirve tambien dentimero ordinal; y asi su- 
cede en la vida practica, que el mismo signo usa- 
mos para representar un conjunto de veinte obje- 
tos, que para designar el vigesimo objeto entre 
varios ordenados. 

Conjuntos iQue sucede si los conjuntos son in- 


ordenados posible j a ordenacion de sus elemen- 
tos. Fijemonos solamente en los conjuntos ordena- 
dos, es decir, en aquellos para los cuales es posible 
fijar un convenio tal, que entre dos elementos 
cualesquiera establezca un orden de prelacion; y 
para que esta no sea contradictoria, cumpla la con- 
dicion siguiente: «Si es h -< b, y b -< q, es h ^ q.> 

Asi, por ejemplo, el conjunto de los numeros 
racionales es ordenado, y el modo mas sencillo de 
ordenarlos es ponerlos de menor a mayor. Pon- 
dremos, verbigracia, porser -§-<- 4 -. Por 

otra parte, sabemos que este conjunto es numera- 
ble, es decir, se puede coordinar de muchos modos 

con el conjunto 1 , 2 , 3, 4, Y ahora nos pre- 

guntamos: ^sera posible hacer esta coordinacion 
de modo que se conserve el orden de ambos con- 
juntos; es decir, de tal suerte que, en la sucesion 
numerada de fracciones, cada una sea menor que 
las siguientes? 

Evidentemente, no; pues entre dos numeros na- 
turales consecutivos, no hay otros numeros matu- 
rates; mientras que entre los dos racionales corres- 


nnitos? En primer lugar, no siempre es 
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pondientes existen infinitos otros racionales, los 
cuales, por tanto, carecerian de homologo en la 
serie natural- No basta, pues, que dos conjuntos 
esten ordenados y tengan la misma potencia, para 
que puedan coordinarse ordenadamente; es pre- 
cisa alguna condition mas- 

Conjuntos Observemos que esta imposibilidad 
bien ordena- estriba en lo siguiente: en el conjunto 
de los numeros racionales, aunque or- 
dos ' ’ denado, cada elemento no tiene otro 
sucesivo; se puede hablar de numero menor que 
otro, pero no de numeros consecutivos. Pues bien: 
un conjunto se dice bien ordenado cuando a cada 
elemento sigue otro; y dos conjuntos bien ordena- 
dos, entre los cuales existe una correspondencia 
biumvoca, que conserva el orden, se llaman seme- 
jantes. 

Pondremos un ejemplo sencillo; y en vez de ope- 
rar solo con los numeros, utilizaremos su represen- 
tation geometrica para lograr claridad mayor. En 

una recta marquemos los puntos fli, b x , c l5 d u 

de abscisas 0, -f, -5-, -f, ; es decir, biseca- 

mos el segmento unidad a t A t por el punto b t ; la 
segunda mitad la bisecamos por el punto c l5 etc. 
Apliquemos este mismo proceso al segmento a± b u 
y obtenemos en el la sucesion indefinida de pun- 
tos a* a 2 a 3 a 4 ; hacemos lo mismo en el b x c u 

y resulta la sucesion bi b 3 b 3 ; en el segmento 

q r/i nace la sucesion Ci Cs c 8 etc., etc. He 

aquf, pues, un conjunto infinito bien ordenado, 
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compuesto de una infinidad numerable de con jun- 
tos numerables. 


Mmeros Puesto que el concepto de numero 


coordinables, y distinguirlos de los no coordina- 
tes, logico parece gerieralizar este concepto de 
numero, de modo que sirva para representar todos 
los conjuntos bien ordenados que son semejantes, 
y distinguirlos de los no semejantes. 

Para mayor sencillez, nos fijaremos en el ejem- 


plo anterior. Gomencemos numerando sus elemen- 
tos, para lo cual nos bastan, por lo pronto, los nu- 
meros naturales; los puntos a t a 2 a 3 ... ocupan los 
lugares l.°, 2.°, 3.°... Mas ahora se nos presenta 
una dificultad inesperada: mientras no existe nin- 
gun ntimero natural que sea mayor que cualquier 
otro, aqui tenemos muchos elementos— por ejern- 
plo: el t — que son posteriores a todos los infinitos 
elementos a x a 2 a 3 a, ... a n . . . Aparece, pues, bien 
clara la necesidad de introducir nuevos entes abs- 
tracts, nuevos ntimeros, que nos sirvan para re- 
presentar estos nuevos elementos. 

Pero antes de considerar el b u aparece ya la di- 
ficultad. En efecto, el numero natural n nos sirve 
para representar el conjunto de los n primeros ele- 


trasfinitos 


natural nos ha servido para represen- 
tar todos los conjuntos finitos que son 
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mentos. Mas (icon que numero podemos represen- 
tar el conjunto de todos los puntos a! a 2 a 3 ... 
a n ... ? Ya no se trata del infinito potencial, de con- 
junto finito queva creciendo indefinidamente, sino 
de la serie total que es inflnita; es decir, se trata 
del infinito actual numerable; para representarlo 
introducimos el simbolo w. 

Salvada asi la primera dificultad, los conjuntos 


se representan por w + 1, por « -f-2, ... respectiva- 
mente. Mas de nuevo surge la duda: ique nume- 
ro asignaremos al conjunto de todos los puntos 
a x a 2 a 3 ... a„ ... mas todos los bi b 2 b 3 ... b n ... ? 
Forque el numero 03 n, por muy grande que to- 
memos n, designa el conjunto de todas las a con 
las n primeras b, mas no todas las b. 


Operaeiones Fero antes de avanzar mas, baga 


les de los numeros finitos? Basta un cambio de pa- 
labras y una pequena restriccion. Llamamos «suma 
u. -j- v de dos numeros trasfinitos \>. y v, al numero 
que corresponde al conjunto obtenido agregando 
a continuacion de los objetos de un conjunto M, 


a t a 2 a 3 . . . a n • • • bx 

a x a 2 a 3 ... an . •• bx b 2 ' 

ai a 2 a 3 ... an • • • bi b 2 b. 


con numeros 
trasfinitos. 


mos una digresion : i como podran 
definirse con los numeros trasfinitos 
las mismas operaeiones fundamenta- 
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m 


cuyo ntimero sea {a, los de un conjunto N, cuyo nu- 
mero sea v, conservando el orden prefijado para 
los elementos de cada conjunto». Aph'quese esta 
definicion, y se vera que no solo es co + 1 distinto 
de 1 — o>, sino que es 1 -j- <o = co, y en general 
es |i + v 4 v + |x. La adicion de numeros trasfi- 
nitos no es conmutativa. 

Compongamos ahora los conjuntos M y N; es 
decir, apareemos cada elemento m de M con cada 
elemento n de N, y establezcamos el siguiente or- 
den de prelacion: decimos que(m, n)es anterior a 
(m', n') si es n -< n'; y en el caso n = n', cuando 
sea m-<m'. El numero trasfinito del conjunto asf 
compuesto, se llama producto de (jl por v; y en ge- 
neral es |j. v distinto de v |j.. Aplique el lector la de- 
finicion, y verd que, lejos de ser 2. co igual a o>. 2, 
es 2. co = o). 


Sueesion de Ya es facil asignar numero a los 
numeros tras- conjuntos que van obteniendose en 

flnitos nuestro ejetnplo. A1 formado por to- 

das las a y las b, le corresponde 
co -f = co . 2; a los obtenidos agregando un ob- 
jeto Cx, o bien c t , c 2 , etc., les corresponden los nu- 
meros 


w -2 + 1 , 


2 + 2, co. 2 + 3, 


al formado por todas las a, todas las b y todas las 
c, le asignamos el numero co. 3, etc. Asi llega- 
mos a los ndmeros co.4, co.5, ..., co.n; y, finalmente, 
recordando la definicion de producto antes dada, 
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el numero que corresponde al conjunto total es 

io.(u o sea w 2 . A 

Pero el proceso aplicado al segmento a x A x para 
construir el anterior conjunto, lo podemos repetir 
para un segundo segmento A 1 B l , y para otro 

B C y si elegimos los puntos Bi Ui 1A 

como’ antes, de modo que converjan hacia un pun- 
to X podemos repetir el proceso en otro segmen- 
to XV, y luego en otros, y esta repeticion no tiene 
fin Y vamos obteniendo asi ndmeros trasfimtos 
cada vez mayores; al a> 2 siguen los “ 8 -H,^ 8 +2, •• ; 
0)2 4-0) ..., cd 2 4-2o), o) 2 + 3o),..., 0 )- + u) — (B-.2, y 
luego vendrian w 2 .3 y <» 2 .4,... y co 2 o)=o) 2 ; y repe- 
tido incesantemente el proceso, se llega am , <» >••• 
; y despues vendria 


(0 

CO 


Podemos aumentar cuanto queramos el numero 
de exponentes, y, sin embargo, no basta, siem- 
nre existen elementos posteriores, es decir, nume- 
ros trasfinitos mayores. El simbolo w es ya lmpo- 
tente para design arlos, y entonces se introduce un 
nuevo simbolo e. Asi como era por definicion 


in 


) = lim n, esahora 


s = lim w 
n = w 
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y Hega un momenta en que estos nuevos simbolos 
combinados con la «, y potenciados con exponen- 
tes altisimos, no son suficientesj y se introducen 
nuevos y nuevos simbolos, nuevas y nuevas uni- 
dades trasfinitas de especie superior. 

Caieuio de Cantor ha designado las potencias 
las alef de de los conjuntos representados pot 
cantor. los numeros trasfinitos, por las le- 

_ tras «o *2 ; pero el calculo de 

estos simbolos alef ha provocado algunas imptlg- 
naciones, en las que no podemos entrar. Citaremos 
solamente algunos resultados que han sido rigu- 
rosamente demostrados: 


Siesa<6es x b 

*o*o =2 *° = 3 




= potencia del continuo = c 


y como * 0 es la potencia de los conjuntos nume- 
rabies, o primera potencia, tenemos aqui ligadas 
algorftmicamente las dos potencias fundamentales 
de que antes nos hemos ocupado con todo detalle. 
En cambio es 

c 2 = c 3 = = c n = = c «o_c 

igualdad cuyo significado geometrico hemos de 
estudiar en la proxima conferencia- 
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El probiema Nos hemos fijado ha poco en el 
del continue), hecho de que los numeros raciona- 
les, en su orden natural de me- 
nor a mayor, no f orman un con junto bien ordena- 
do; pero alterando convenientemente este orden 
hemos conseguido esto. 

Tampoco esta bien ordenado el conjunto de 
todos los numeros reales, dados en su orden cre- 
ciente de magnitud, y Cantor se pregunta: ipodra 
establecerse etitre los numeros reales un orden 
de prelacion tal que resulte un conjunto bien or- 
denado? Para los numeros racionales, esto era 
sumamente facil, por ser numerable su conjunto; 
pero ahora se trata del continuo, es decir, de un 
conjunto no numerable, segun antes hemos de- 
mostrado, y la dificultad sube de punto. 

Probiema gravisimo es este de Cantor, cuya so- 
lution llevaria probablemente consigo la del otro 
probiema que planteabamos al principio, a saber: 
el de la existencia de potencias intermedias entre 
el continuo y los conjuntos numerables. 

Despues de la conferencia dada en el Congreso 
de Heidelberg (1) por el ilustre matematico Konig, 
no hace mucho fallecido, llego a creerse resuelto 
el probiema de Cantor en sentido negativo. En 
efecto, utilizando el teoretna de Bernstein, expre- 
sado por la igualdad 

_ 2 v 

se deduce que el continuo no es un conjunto bien 

(1) Konig, Zum Kontinuum Problem. Cong. Heidel- 
berg, 1905, p. 144. 
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ordenado. Pero, desgraciadamente, la demostra- 
cion del bello teorema de Bernstein tiene una la- 
guna todavia no llenada, y la consecuencia de Ko- 
nig carecia, por tanto, de base solida. Sin embar- 
go, una consecuencia muy interesante resulta de 
su trabajo: «si el continuo no es un conjunto bien 
ordenado, el teorema de Bernstein es cierto». Son, 
pues, equivalentes ambas cuestiones, y el proble- 
ma del continuo queda asi reducido a la demostra- 
cion del teorema de Bernstein. 

En cambio, si la sospecha de Cantor es cierta, 
el continuo, es decir, los numeros reales, se podran 
disponer de rnodo que resulte un conjunto bien or- 
denado, y la potencia del continuo sera inmediata- 
mente superior a la de los conjuntos numerables. 
El desarrollo de la teoria esta, pues, pendiente de 
esta pregunta: ies c = n x ? 

La sospecha de Cantor ha obtenido una demos- 
tracion muy ingeniosa de Zermelo (1) , la cual ha 
sufrido varias impugnaciones de Borel, Baire, 

Schonflies, Poincare, Lebesgue, Ambos pro- 

blemas siguen, pues, en pie, desafiando con la sen- 
cillez aparente de sus terminos — la misma de los 
problemas de la esfinge— el ingenio de los mate- 
maticos, a dura prueba sujeto en esta su atrevida 
lucha con el infinito (2) . 

(1) Zermelo, Math. Annalen, t. 59, 1904, p. 514. Con- 
testation a sus impugnadores, en el t. 65, 1907, p. 111. 

(2) Zermelo ha restringido la definition de conjunto 
imponidndole cinco condiciones, que bastan para excluir 
las conocidas paradojas de Rusell, Burali... (Math. 
Ann., t. 59, 1904, y t. 65, 1908.) 
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CONFERENCIA SEGUNDA 


Furidamentos de la Geometria 

La misma tendencia critica del siglo xix, repre- 
sentada por Gauss, Abel y Cauchy, que sometio 
al Analisis matematico del siglo xviii a una total 
revision, de la cual resultaron desechados por in- 
admisibles multitud de conceptos, siendo definidos 
rigurosamente muchos otros, emprendio revision 
analoga de la Geometria, en la cual se apreciaron 
graves imperfecciones del sistema de Euclides. 

Cuando una institution venerable, que cuenta 
con varios siglos de existencia, comienza a ser 
discutida, suele sufrir el ataque de la critica en un 
solo punto: en aquel donde la debilidad del sistema 
es mas evidente. Pero una vez comenzado el asal- 
to a la fortaleza, si este tiene exito, se extiende 
mas y mas, hasta que la fortaleza entera queda de- 
molida. Este punto debil, por donde comenzo el 
ataque a la clasica Geometria de Euclides, es a 
Proposicion V de los Elementos, que encierra la 
cuestion del paralelismo. 
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Legendre habi'a pretendido, en vano, demostrar 
esta proposicion fundamental como consecuencia 
de las restantes; al mismo tiempo que Lagrange 
perseguia, tambien en vano, la resolucion de todas 
las ecuaciones por medio de radicales. Abel puso 
fin a estas tentativas con su famoso teorema, que 
inicia una nueva era para la teoria de ecuaciones. 
Gauss concibio la atrevida idea que Lobatschefski 
y Bolyai habian de desarrollar, simultaneamente, 
abriendo las nuevas vfas por donde habi'a de mar- 
char en lo sucesivo la Ciencia geometrica . 

Gauss, Lobat- ^ La idea revolucionaria de 

sehefski, Bolyai. £ al f? ? S , a S >g uieate: Si el 
Postulado V de Euclides es una 
consecuencia de las demas proposiciones funda- 
mentales, aceptando dstas y negando aquel, debe 
llegarse a una contradiccion. Asi procedieron Lo- 
batschefski y Bolyai, independientemente; pero, le- 
jos de llegar a una contradiccion, negando la exis- 
tence de la paralela unica, obtuvieron un sistema 
geometrico perfectamente constituido y consecuen- 
te consigo mismo. La independencia de la Propo- 
sicion V respecto de las restantes, y, por tanto, la 
imposibilidad de demostrarla fundandose en aque- 
llas, quedo asi evidenciada. 


0) Como precursores de Gauss (el cual no llegd a pu- 
blicar sus ideas por «temor a los clamores de los beocios») 
debemos citar a Sacheri (1733) y, sobre todo, Lambert 
(1786), ademds de Schweikart y Taurinus. 
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La Geometria as! construlda sin el postulado de 
Euclides , se considero como la unica perfecta, y 
por esto se llamo absolata; juzgada como unica 
racional posible, la titularon algunos Pangeome- 
tria; considerada como Ciencia trascen dental, la 
llamaron otros Metageometria; queriendo expre- 
sar su caracter abstracto, recibio el dictado de 
Geometria imaginaria. Esta Geometria absoluta 
comprende, pues, dos ramas, segun la solucion que 
se de a la cuestion del paralelismo: la Geometria 
euclidiana y la no euclidiana. 


Riemann inicia un nuevo perlodo; 
Riemann. me j or di c ho, una revolucion; y esta la 
efecttia con una sola memoria, como todas las su- 
yas, de muy pocas paginas (1) . 

Es conocido entre nosotros Riemann por haber 
fundado la Geometria esferica, completando as! ja 
Geometria no euclidiana con la tercera solucion 
que cabla dar al problema del paralelismo. Pero 
este, con ser tan grande, no es el merito mayor 
de aquel profundo genio. Su contribucion capital 
reside mas bien en las dos ideas fundamentales que 
aporta a la Geometria: la idea d o. multiplicidad y 
la idea de curvatura de los espacios. 

Para Riemann es el espacio geometrico un caso 
particular de las multiplicidades (Mannigfaltigkei- 
ten) de elementos cualesquiera, y la Geometria, en 

(1) Memoria postuma, presentada como Habilitations- 
schrift en 1855, y no impresa hasta 1867. 
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su sentido mas amplio, debe comprender el estudio 
de toda clase de multlplicidades, las cuales pueden 
tener cualquier numero de dimensiones. A cada 
uno de estos espacios superiores o multiplicidades 
de elementos cualesquiera, corresponde una cons- 
tante, un numero, que Riemann llama curvatura 
del espacio, porque en el caso de dos dimensiones 
tiene este significado; el cual numero, tomando va- 
lores distintos, caracteriza las diversas Geometrias 
posibles. 


no euclidiana durante el siglo xix; pero siendo 
muy otro el objeto de estas conferencias, debemos 
pasar rapidamente a ocuparnos del estado actual 
de esta disciplina (1) . 

Mas no lo haremos sin insistir sObre la contribu- 
tion capital que aquellos geometras de la primera 
mitad del siglo xix aportaron a la Ciencia; a saber: 
la idea de que el espacio fisico pueda ser distinto 
de la representacion intuitiva que de el nos forja- 
mos. Precisaremos el significado de estos terminos. 

Cuando decimos que hemos dibujado en la piza- 
rra una curva, bien sabemos que el trazo senalado 


(1) Una resena historico-filosofica de las Geometrias 
no euclidianas puede verse en Russell: Essai sur les fon- 
dements de la Geometric. Paris. 1901. Para la bibliograffa 
completa consultese Bonola-Liebmann: Die Nichteuklidi- 
sche Geometrie. Leipzig. 1908. 


Espacio fisico y 
espacio intuitivo. 


De buen grado dedicariamos 
mas tiempo a exponer el des- 
arrollo historico de la Geometrfa 
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por la tiza es, en realidad, una zona formada por 
particulas de yeso que posee una anchura y un es- 
pesor nada despreciables. Cuando decimos que dos 
curvas dibujadas son tangentes, bien sabemos que 
las dos zonas tienen un buen trozo comun. Con 
instrumentos mas delicados podrfamos dibujar tra- 
zos mucho mas finos, pero nunca desprovistos de 
anchura y espesor. Entonces, por abstraccion de 
este espesor y de esta anchura, surge en nosotros 
la intuicion de caroa geometrica y la nocion de 
contacto; analogamente nacen las ideas de punto 
geometrico, de piano, de superficie, etc. nn una 
palabra: por abstraccion del espacio fisico, crea 
nuestra mente el espcicio intuitivo , que es una re- 
presentation ideal del primero. 

Nuestra intuicion espacial nace de la observacion 
de una pequena parte del espacio fisico; y admiti- 
mos, por induction, que todas las propiedades en 
el observadas subsisten mas alia de los limites de 
nuestra perception sensual. ^No podra suceder que 
esta induction nos conduzca a resultados falsos? 

Imaginemos un ser lineal que solo pueda^ mo- 
verse sobre una circunferencia en una pequena re- 
gion de ella. dQue nocion del espacio tendrfa este 
ser inteligente? Para el no existinan puntos exte- 
riores a esta linea; y su infinito, esto es, lo no 
accesible para el, tendria un significado muy dis- 
tinto que para un ser piano o de tres dimensiones. 

Hasta fines del siglo xix, en que, despues de los 
trabajos de Helmoltz y Beltrami, comienza a airai- 
gar esta idea de la posibilidad de un desacuerdo 
entre la intuicion y la realidad, no concedieron be- 
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ligerancia a la Geometrfano euclidiana filosofos ni 
matematicos, muchos de los cuales consideraban 
el nuevo sistema como simple juego de palabras, 
como caricatura de la Geometria, como manifes- 
tation morbosa de la Matematica, etc. 


Crisis de la 
Greometria . 


En el ultimo tercio del siglo xix 
aparece una escuela alemana de 
analistas (Weierstrass , Cantor, 
Dedekind, du Bois-Reymond...), que dan solida 
base al Analisis, terminando la obra que Cauchy 
iniciara. Como ya hemos hecho notar en la prime- 
ra conferencia, el Analisis actual es una cadena de 
silogismos derivados de una nocion en cierto modo 
intuitiva: el numero entero. 

Klein inicia mas tarde en la Geometria una obra 
analoga. En su Memoria fundamental sobre la Geo- 
metria no euclidiana (I) , descubre el error de los que 
juzgaban terminada la revision de Euclides, cuan- 
do apenas habia comenzado, pues solo se habian 
fijado en una de sus proposiciones fundamentales. 
«Investigaciones analogas — proclama Klein — pue- 
den y deben emprenderse respecto de las restantes 
hipotesis que sirven de base a la Geometria. La 
rama no euclidiana no es sino un primer paso dado 
en una direccion mucho mas general. » Insistiendo 
en esta idea, senala a los geometras multitud de 
proposiciones analogas, antes admitidas sin demos- 

(1) Ober die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. 
Math. Ann. Tomos 4, 6 y 7. 
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tracion; y ahondando en los cimientos, descubre 
que el edificio de la Geometrfa proyectiva esta 
construido en el aire, pues deja sin demostrar el 
teorema fundamental. 

Como advertiamos al principio, cuando el ata- 
que a una fortaleza tenida por inexpugnable alcan- 
za exito al primer ensayo, sigue el ariete en su obra 
destructora hasta reducirla a escombros. Esto pa- 
rece acontecer despues de cada una de las crisis 
periodicas que la Matematica sufre; pero, pasada 
la primera impresion, se observa que las columnas 
principals del edificio siguen en pie, como si este 
hubiera resurgido de sus ruinas mas perfecto y con 
nuevo vigor. Y es que en la evolucion de la Cien- 
cia no se destruye sistema ninguno que este logi- 
camente construido, aunque lo haya sido con arre- 
glo a normas ya abandonadas; cada renovacion 
total de la Ciencia lo depura, eliminando impure- 
zas y contradicciones; lo restaura con arreglo a las 
nuevas tendencias, y lo amplia, haciendolo apto 
para resolver los nuevos problemas. 

Esto ha acontecido con la Geometria. El 11a- 
mamiento de Klein no cayo en el vacio, y multitud 
de geometras se dedicaron con ardor a investigar 
los cimientos, para dar a esta ciencia la base soli- 
da de que antes carecia, siendo Pasch el primero 
que logra una edificacion rigurosa (1) . Siguen des- 
pues Veronese, Peano, Hilbert, Schur... 

(1) Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Segunda edi- 
cidn. 1913. Traduccion espanola de J. Alvarez Ude y J. Rey 
Pastor. Madrid. 1913. 
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La obra realizada abarca dos aspectos: objeto 
de la Geometria y forma logica de su desarrollo; 
como si dijeramos: materiales de construccion y 
metodo de construccion. 


renovacion. ha su f r j c j 0) va mos a demostrar la 
necesidad de tal renovacion. Esta necesidad se 
ha hecho patente durante todo un siglo de cri- 
tica, y solo despues de intensa labor negativa se 
ha efectuado la reedificacion. Pero, teniendo estas 
conferencias el atrevido proposito de recorrer to- 
das las teorfas fundamentales de la Matematica en 
pocas horas, para convencer a los que me escu- 
chan de la imprescindible necesidad de esta trans- 
formation de la Geometria, debemos suplir aque- 
11a lenta labor critica con algun recurso de efec- 
to rapido, casi fulminante, que ljeve al animo 
de nuestros oyentes la conviccion, o siquiera 
la impresion, de la insuficiencia del antiguo sis- 
tema. 

No nos detendremos en senalar la total carencia 
de sentido que tienen las definiciones que solian 
estamparse en las primeras paginas de los viejos 
libros de Geometria. De aquellas perifrasis, en 
realidad simples juegos de palabras, que preten- 
dian definir la recta como dtstancia mas corta eri- 
tre dos pantos, como tinea que tiene sus puntos 
en una sola direction, como linea que coincide 
consigo misma al girar alrededor de dos de sus 


Antes de exponer la transfor- 
macion radical que esta ciencia 
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pantos, etc. Para que estas y otras analogas defi- 
niciones tuvieran algun sentido, habria que definir 
antes lo que es distancia, lo que es direction, lo 
que se entiende por mommiento; y para lograr 
esto, habriamos de utilizar precisamente la nocion 
de h'nea recta que se trata de definir. 

No creo que entre mis oyentes haya uno solo 
que conceda valor a estas definiciones; pero quiza 
habra alguien que nos diga: «En efecto, estas no- 
ciones fundamentals no se pueden definir; pero 
tampoco es necesario hacerlo, puesto que son 
ideas innatas, sobre las cuales puede edificarse 
solidamente, con metodo intuitivo.» Veamos el 
grado de confianza que debe merecernos un siste- 
ma asi construido. 

Si a un matematico anterior a Cantor le hubie- 
ran preguntado si es posible establecer una corres- 
pondence bium'voca entre los puntos de un seg- 
mento y los de un cuadrado, hubiera contestado 
negativamente, sin titubear; y, dejandose llevar 
de la induccion peligrosa que nos hace inconscien- 
mente aplicar a los conjuntos infinitos nociones 
solo definidas y estudiadas en el orden de la fini- 
tud, hubiera anadido quiza: el cuadrado tiene mas 
puntos que el segmento, porque haciendo corres- 
ponder punto a punto el segmento y la base del 
cuadrado, sobran infinitos puntos de este; y de 
cualquier otro modo que se ensaye la coordina- 
cion, sucedera lo propio. £Por que? Es eoidente. 


43 



FUNDAC'ION 

JUANELO 

TURRIANO 




. Para estudiar a fondo este pro- 
a gunas nocio- ^] emaj antepongamos Unas seri- 
nes previas. c jj| as noc j one <.- j e Aritmetica. 

Tomemos el segmento 0-1 en un eje de abcisas 
cualquiera. Cada punto interior del segmento esta 
definido por un numero (racional o irracional) me- 
nor que 1 ; al origen corresponde el numero 0 y al 
extremo el 1 . Construyamos asimismo un cuadra- 
do sobre los dos segmentos unidad de dos ejes 
cartesianos x, y; cada punto esta definido por sus 
coordenadas, siendo estas menores que 1 para los 
puntos interiores, y solo alcanzan el valor 1 en la 
periferia exterior a los ejes. 

Es sabido, desde la Aritmetica elemental, que 
todo numero irracional tiene una expresion deci- 
mal unica, que consta de infinitas cifras, y tam- 
bien tienen expresion decimal unica las fracciones 
periodicas. El unico caso de ambigiiedad que pre- 
senta el sistema decimal es el de las fracciones de 
numero finito de cifras (numeros basicos), las cua- 
les admiten dos representaciones con infinitas ci- 
fras (1) . Por ejemplo: 

0,430000. . . = 0,429999. . . = 0,43. 
0,201000... =0,200999... =0,201. 

Pero desaparece la ambigiiedad o indetermina- 


(1) Como muchos libros espafioles dan una idea falsa 
de esta representacidn, conviene recordar que la notacion 

0,a,a 2 a3 a designa siempre: lim O.a] a 2 a 3 .... a . 

a ->-00 11 
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cion, si convenimos en tomar la primera represen- 
tation, que es mas sencilla, excepto en el caso 

1,0000... = 0,9999... = 1, 

en el cual tomaremos la segunda. De este modo, 
todo numero 0 <! x <: 1 tiene una expresion deci- 
mal unica, con infinitas cifras, siendo nula la pn- 


Recordadas estas nociones tan 
Correspondence e i ementa i eS) establezcamos entre 
de Cantor. j QS puntos del cuadrado y los del 
segmento la siguiente correspondencia: al punto 
de coordenadas 


le asignamos como homologo el de abscisa 
0,a a' bb' cc' dd'... 

De este modo, cada punto del cuadrado tiene su 
correspondiente en el segmento; por ejemplo, al 
punto 


mera. 



= 0,ab c d... 

= 0,a' b' c' d'... 


y = 0’6070707 


0,3141592... 


le corresponde 


0,36104710579027... 
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Reci'procamente, todo punto del segmento tiene, 
a lo sumo , un correspondiente en el cuadrado, cu- 
yas coordenadas se obtendran desdoblando las 
cifras de aquel. Asi, el punto 0,2104060504... tie- 
ne como homologo en el cuadrado el 

(x = 0,20000... 
ly = 0,14654... 

A1 punto 0,90909090... corresponde el vertice: 

jx = 0,9999... = 1 
ly = 0,0000... = 0. Etc. 

Hemos dicho «a lo sumo» porque todavfa quedan 
puntos en el segmento, como son, por ejemplo: 

0,60919191...; 0,5490909...; 0,70797979..., 

que no tienen correspondiente en el cuadrado. 

Es decir, si imaginamos suprimidos los pares de 
puntos correspondientes, desaparecidos todos los 
del cuadrado, incluso la periferia, quedarfan todavfa 
infinitos puntos sobrantes en el segmento , que no 
tienen correspondiente en el cuadrado. 

Modificada ligeramente esta demostracion (o 
bien utilizando fracciones continuas, en vez de 
desarrollos decimales (1) ), resulta biuntvoca la co- 


(1) La demostracion analitica puede verse en los trata- 
dos de Borel, la Vallee-Poussin, etc. Una demostracion 
geometrica proyectiva hemos dado en nuestros Fundamen- 
tos de la Geometria proyectiva superior. Madrid. 1916 
pag. 118. 
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rrespondencia; hecha la coordination de otromodo 
resultan, en cambio, infimtos puntos sobranies 

e " La ‘trascendencia de este descubrimiento de 
Cantor ha siao muy considerable. Con el sufi 
rudo golpe la notion intuitiva de dimension, una 
de las piedras fundamentals de la Matematica da 
sica Ya no es posible hablar de conjuntos doble- 
mente, triplemente infinites, pues entre los puntos 
de un cuadrado o los de un cubo y los de un seg 
mento se puede establecer una correspondencia 
biunivoca. P Mas todavia: imaginad un area cual- 
auiera finita o infinita; un volumen, por grande 
nue sea - un segmento de longitud tan pequena 
como querais; entre el area, el volumen y el seg- 
mento q puede establecerse la misrna correspon- 
dencia. 

Otro ejemplo. Imaginad un 
Ejemplo de Borel. se g men t 0 de longitud 1 , y tO- 

memos uno de sus extremos como origen de abs- 
cisas; fijemonos en los infinites puntos del segmen- 

m Como la correspondencia biunivoca establecida por 
p oi tor entre el segmento y el cuadrado, a pesar de ser ya 

matica actual. 
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I 


to que tienen abscisa racional, o, como suele de- 
cide brevemente, los puntos racionales del seg- 
mento. Bien sabeis todos como estan dispuestos 
tales puntos; entre dos cualesquiera, por proximos 
que se tomen, hay infinitos puntos racionales. El 
mds potente ultramicroscopio no podria separar- 
los; pues, por grande que sea su capacidad de 
aumento, entre dos puntos que la retina perciba 
como distintos, hay infinitos otros. Con la moder- 
na terminologfa: los ndmeros racionales, o los pun- 
tos racionales, forman un conjanto denso. 

Si no se presentara, al aplicar el teorema de Pi- 
tagoras, la necesidad de admitir la existencia de 
longitudes mconmensurables, es decir, no expresa- 
bles por numeros racionales, concederiamos de 
buen grado que el segmento esta formado exclusi- 
vamente por los puntos racionales. 

Consideremos ahora cada punto racional — en- 
cerrado en el segmento obtenido, llevando a dere- 


cha e izquierda de el la longitud El punto £ 

' q q 

aparece asi como centro del segmento que tiene 

por extremos: 


P_± V , b 

q q 3 y q^q 3 ’ 


el cual segmento contiene, naturalmente, no solo 
el punto racional | y otros infinitos puntos racio- 
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nales, sino tambien infinitos puntos de abscisa 
irracional. Porejemplo: al punto ^ le asignamos el 


los puntos racionales. Tenemos asi infinitos seg- 
mentos situados en el segmento total (0,1), muchos 
de los cuales se cubren parcial o totalmente. 

Hasta aqui me habeis seguido, sin duda, perfec- 
tamente; todos os represents, con perfecta clari- 
dad, esos infinitos segmentitos que cubren todos 
los puntos racionales, y montan unos sobre otros. 
Ahora os pregunto: ique queda del segmento to- 
tal (0,1) al suprimir todos los puntos racionales, 
con todos los segmentos que los cubren? 

En vuestros rostros leo la contestacion unanime: 
«No queda ningun punto. » «A lo sumo (direis, 
acaso) quedaran los extremos 0 y l.» Y si os pre- 
guntara el porque de esta afirmacion, contesta- 
riais: es euidente- 

Pues bien: a pesar de esta pretendida evidencia, 
despues de suprimidos todos los segmentos, que- 
dan todavia infinitos puntos. Senalad graficamente 
i/2 

el punto “g-, por ejemplo, y ninguno de los seg- 
mentos suprimidos lo llevara consigo, pues queda 
fuera de todos ellos; y como este quedan infinitos 
otros puntos. Pero si esto es ya bastante sorpren- 
dente, lo es mucho mas el hecho de que el conjun- 
to que forman estos infinitos puntos restantes tie- 
ne la potencia del continuo, es decir, la misma 
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potencia del segmento total, como si no hubiera- 
mos suprimido punto alguno (1) . 

otros ejempios. He aqui un tercer ejemplo: To- 


que, si un arco de curva se mueve, sin variar 
de longitud, tendiendo a confundirse con otro 
fijo, esto es, de modo que cada punto del primero 
tenga como li'mite un punto, y solo uno, del segun- 
do, ambos arcos tienen igual longitud. Pues bien: 
admitida esta propiedad, mil veces utilizada en di- 
versas formas en los libros de Geometria intuitiva, 
se demuestra sencilh'simamente que un lado de un 
triangulo es igual a la suma de los otros dos. 

Ignoro el efecto que el conocimiento de estos 
hechos sorprendentes, y de otros mil analogos que 
podriamos citar, producira en el animo de los j 6- 
venes que me escuchan; pero me atrevo a creer 
que, despues de advertidos, no seguiran creyendo 
que la idea que tienen del Continao es muy clara, 
ni que la intuicion sea un apoyo seguro sobre el 
que puedan basarse las teorias matematicas. 

Vemos, por el contrario, en estos sencillos ejem- 
pios, cuan poco debemos fiarnos de nuestro cono- 
cimiento intuitivo, nacido de una indued on peligro- 
sa; y que escasa confianza merece un edificio le- 
vantado sobre cimientos tan movedizos. 

(1) La demostracidn completa de este hecho sorpren- 
dente, fundada en la teoria de las fracciones continuas, 
puede estudiarse en Borel: Lemons sur la theorie des fonc- 
tions, 2. a edicion. Paris, 1914, pag. 39. 


dos admitireis como evidente 
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Peligros de la 
intuieion. 


La intuieion geometrica nace de 
la observacion de un caso aislado, o 
de un numero limitado de casos; y 


las consecuencias generales en ellos inducidas, 
estaran en desacuerdo con la realidad, en infini- 
dad de casos mas complicados que no podia- 
mos prever. 

La intuieion nos mantiene forzosamente suje- 
tos a las tres dimensiones, y nos abandona com- 
pletamente cuando queremos estudiar, con meto- 
do geometrico, variedades cuyo grado de indeter- 
miriacion es superior a tres- 

Por dejarse llevar de la intuieion, se ha creido 
durante mucho tiempo (y, lo que es peor, se ha 
demostrado) que toda funcion continua tiene deri- 
vada; que toda curva tiene tangentes, y es recti- 
ficable; que toda superficie tiene dos caras; que es 
indiferente el orden de sucesion de las derivacio- 
nes parciales de una funcion de varias variables. 

A1 metodo intuitivo son debidos casi todos los 
resultados falsos, indebidamente incorporados a la 
Matematica en diversas epocas; y por dejarse guiar 
por la intuieion, un matematico tan notable como 
Staudt construyo en el aire la Geometria proyecti- 
va sintetica, obra de toda su vida, dejando sin de- 
mostrar el teorema fundamental. 

La Geometria del espacio intuitivo, nacida dela 
observacion del mundo exterior, es, en realidad, 
una ciencia natural; y, como ya hizo notar Grass- 
mann en 1844, pertenece a las Matematicas apli- 
cadas. Para elevarla a la categoria de Ciencia 
pura, necesita, como la Aritmetica, una base pura- 
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mente racional, ajena a toda observacion de los 
sentidos, y esta base es el espacio abstracto (1 >. 
Debe, asimismo, prescindir en su construccion de 
todo recurso intuitivo; y el metodo que mejor llena 
esta aspiracion, es el metodo axiomatico. Espacio 
abstracto, y metodo axiomatico; he aqui el tema 
que nos falta por desarrollar en esta conferencia. 


Axiomatica. 


Las caracteristicas de este nuevo 
modo de edificacion de la Geome- 
tria son las siguientes: 

1. ° Los conceptos fundamentales no se defi- 
nen; se enuncian simplemente. 

2. ° Se establece una serie de propiedades fun- 
damentales que han de poseer estos elementos. 
Estas proposiciones se Hainan axiomas o postu- 
lados , indistintamente, y el conjunto de relaciones 
logicas que enuncian constitute una definicion in- 
directa de los conceptos primitivos. 

3. ° Geometria es el conjunto de relaciones y 
propiedades que se deducen logicamente de estos 
axiomas. 

Dejamos, pues, de lado la enojosa cuestion de 
la natural eza de los puntos, de los segmentos in- 
tuitivos. Para nosotros designan estas palabras 
entes abstractos cualesquiera; si tales entes se to- 

(1) Grassmann intentd ya la construccidn de esta Teorla 
de la extension abstracta (Ausdehnungslehre, 1844), cuyo 
objeto es una creacidn del espiritu, independiente de toda 
percepcion sensual; pero su sistema contenia abundante 
material empirico, no alcanzando exito. 
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man de laMatematica misma(por ejemplo, funcio- 
nes, numeros, etc.), nos basta comprobar er i la 
teoria de donde procedan, que cumplen las condi 
ciones fundamentales exigidas en los axl0 ^ ias ^ e ' 1 . 
caso contrario, la definicion indirecta de los nue- 
vos entes o elementos geometricos esta dada por 
los mismos axiomas. 

El primer sistema completo de 
Axiomas graficos. axiomaS) suficiente para cons- 

truir logicamente la Geometria provectiva, fue 
dado por Pasch, y su primer grupo (axiomas de 
ordenacion y enlace), ligeramente modificado por 
Schur (1) , es el siguiente: 

Ax. l.° (Existencia del punto.) Hay input 
tos elementos llamados puntos. , nnQ 

Ax. 2.° (Existencia del segmento. ) Dos 
puntos cualesquiera determinan an cjj* 
infinitos puntos, llamado segmento, tal que 
puntos cualesquiera del mismo determinan o to 
segmento, cuyos puntos pertenecen al P ri p er °- 
Ax. 3-° (Division del segmento.) 6/ C es un 
punto del segmento _AB, todojmnto D del seg- 
mento pertenece al CA o al CB; pero no a los 
dos simultaneamente. 

Con estos tres axiomas tan solo, podemos ya 

/<•> Vpase su tratado: Griindlagsn der Geometuc. Leip 
zii l909 En nuestros Fundamentos de la Geometria pro- 
Ifctioa superior, hemos adoptado un sistem^ m.xto de los 
de Pasch y Schur. 
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demostrar algunos teoremas. He aquf uno, a modo 
de ejemplo, para dar idea de la indole de estas de- 
mostraciones: 

Teorema: Si C esta en AB, no esta B en AC. 

Demostracion: supongamos que B este en AC; 
por definicion, C_esta en AC^_ luego (Ax. 2.°) 
todo punto de BC esta en AC; pero (Ax. 3.°) 
mngunjnmto puede pertenecer simultaneamente a 
BC y AC; luego la hipotesis hecha es falsa. 

De este tipo son todas las demostraciones; y 
no siendo sino combinaciones de silogismos apli- 
cados a los axiomas fundamentales, podrian des- 
arrollarse por medio de los simbolos de la logica 
El razonamiento se hace asf mecanico. 

Mas estos tres axiomas no bastan para que la 
ueometria sobre ellos construida tenga aplicacio- 
nes practicas. Son precisas nuevas condiciones es 
decir, nuevos axiomas. 

Ax. 4.^_(Prolongaci on del segmento.) Si C 
esta en AB, (siendo distinto de B) u B esta en 
CD, esta C en AD. 

Ax.^5. 0 Si C esta en AB y en AD, o esta 
B en AD o D en AB. 

Con estos cinco axiomas es ya posible definir la 
recta como resultado de prolongaciones sucesivas. 

La disciplina asf fundada serta la Qeometria de 
un ser lineal, sujeto a moverse sobre un trozo finito 
de curva cualquiera. Sin embargo, si este ser inte- 
ligente prescindiese de la intuicion, podria cons- 
truir una Geometrfa de dos dimensiones, admitien- 
do los siguientes axiomas: 
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Ax. 6.° Fuer a de la recta hay puntos. 

Ax. 7.° Si A, B y C no estan enjinea rec- 
ta , A' es im_ punto del segmento BC y D un 
punto del AA'; los segmentos CD y AA' tienen 
un panto comun. 

Con estos dos axiomas se puede definir el con- 
junto de puntos llamado plano y demostrar sus 
principal es propiedades. La Geometria as! cons- 
truida es la de cualquier superficie sin punto do- 
ble. El problema de hallar el punto comiin a dos 
rectas queda sin resolver; para lograrlo es preciso 
hacer hipotesis sobre el infinito del piano, es de- 
cir, establecer axiomas de paralelismo. 

Esta seria la Geometria de un ser inteligente 
obligado a moverse en un trozo de una superficie 
cualquiera. Pero si este ser prescinde de la intui- 
tion, lograra construir una Geometria de tres di- 
mensiones, admitiendo el siguiente axioma: 

Ax. 8.° Hay puntos exteriores a cada 
piano. 

Se construye con estos ocho axiomas la Geo- 
metria proyectiva del espacio de tres dimensiones. 
Mas, una vez abandonada desde un principio la 
intuicion, nada impide continuar el camino em- 
prendido, estableciendo el siguiente axioma: 

Ax. 9.° Hay un punto exterior al espa- 
cio E s . , , . 

Admitido este axioma, proyectando los puntos 
del espacio E 3 desde dicho punto exterior, cons- 
truimos un conjunto de puntos que contiene los 
de E 3 mas infinitos otros, y este conjunto se llama 
espacio de cuatro dimensiones. 
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Asi siguiendo, se construyen los espacios de 
cualquier numero de dimensiones. Pero este am- 
ph'simo grado de generalidad no es suficiente para 
abordar geometricamente multitud de problemas, 
y ha sido preciso concebir el espacio de infinitas 
dimensiones , como li'mite de E n al crecer n indefi- 
nidamente. Otro dia insistiremos sobre este punto. 


Dimensiones del U D( ? h em°S _pasado por 

espacio fisico. alto la cues J° n del numero de di- 
mensiones del espacio fisico, pro- 
blema extrano a la Matematica. Omitimos, en con- 
secuencia, las diversas razones de indole filosofica, 
matematica, quimica, etc., que se han aducido para 
probar la posibilidad de un espacio cuadridimensio- 
nal; el argumento de los poliedros simetricos, el 
del atomo plurivalente, etc. Pero citaremos si- 
quiera las curiosas teorias del astronomo Zollner, 
profesor en la Universidad de Leipzig hacia el 
ano 70. 

Dio el famoso Slate unas sesiones de espiritis- 
mo, en las cuales, una vez puesto en comunicacion 
con los espiritus, desataba lazos inextricables, ha- 
cia desaparecer objetos diversos sin que los asis- 
tentes lograran dar con ellos, y luego los hacia re- 
aparecer, etc. No solo creyo ciegamente Zollner 
en la verdad de tales experimentos, sino que ideo 
una teoria para explicarlos. 

Recordemos de nuevo los animales pianos que 
viven en una superficie, la cual constituye para 
ellos todo el espacio fisico. Imaginemonos trasla- 
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dados a ese mundo piano, andlogo al de la cono- 
cida novela inglesa Flatland. Si retiramos un ob- 
jeto de ese mundo, deja de ser visible para sus 
habitantes; y para justificar esta desaparicion, y 
su reaparicion despues, tendrlan que idear estos 
pobres bichos alguna explicacion sobrenatural. 
Fues bien, dice Zollner: iNo estaremos nosotros 
en caso analogo? Nuestros sentidos no perciben 
mas alia de este espacio de tres dimensiones; pero 
un medium que este en relacion con seres exterio- 
res a nuestro espacio, y que goce de una vision 
mds perfecta, capaz de percibir la cuarta dimen- 
sion, podra alejar objetos de nuestro espacio visi- 
ble y hacerlos reaparecer; efectuar operaciones 
para nosotros imposibles, como son: lograr la coin- 
cidencia de un tetraedro con su simetrico, soltar 
lazos inextricables, etc., que en el espacio de cua- 
tro dimensiones no ofrecen dificultad. 


Continuemos, despues de esta 
Diversos grupos ^jgj-ggjori, la enumeracion de los 
de axiomas. axiomas. Los que antes hemos 
establecido constituyen un primer grupo, llamado 
de ordenacidti y enlace. Pero este no basta para 
construir una Geometrfa de interes practico, y es 
preciso completarlo con otros grupos de axiomas: 

II. Axiomas de congruencia. 

III. Axiomas de paralelismo. 

IV. Axiomas de continuidad. 

La Geometria metrica o elemental exige todos 
estos grupos. La Geometria proyectiva solo nece- 
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sita los grupos I y IV, y, por tanto, debe conside- 
rat se como mas perfecta. Lias iVletricas no eucl idia- 
nas prescinden del grupo III. Analogamente resul- 
tan las Qeometrias no arguesiana, no pascaliana 
o no papussiana y no arquimediana, en las cuales 
no se verifican necesariamente las relaciones que 
expresan el teorema de Desargues, el de Pascal, o 
el axioma de la continuidad. 

Huelga insistir mas sobre la fundacion axiomati- 
ca de la Geometrla, habiendo pasado ya a los li- 
bros elementales extranjeros, incluso algunos de 
ensenanza secundaria' 1 ). Solo repetiremos algo ya 
dicho en la conferencia anterior, adelantandonos a 
la objecion de los que juzguen imperfecta y no ter- 
minada la Geometria racional por el gran numero 
de axiomas que exige; numero bien reducido si 
se compara con la multitud de proposiciones ad- 
mitidas sin demostracion a cada paso en la anti- 
gua Geometria. 

La Logica por si sola no puede construir un sis- 
tema cientifico, sino que exige un material adecua- 
do, al cual pueda aplicarse. Los edificios no se 
construyen con arquitectos, pianos y gruas sola- 
mente; se necesitan ladrillos y maderas. Nuestros 
materiales de construccion los hemos reunido an- 
tes de comenzar la edificacion, y estan contenidos 
en el anterior cuadro de axiomas. Con ellos cons- 
truimos la Geometria como ciencia racional, con 
metodo deductivo puro. 

(1) Por ejemplo, los de Veronese, Enriques, etc., de 
texto en los liceos italianos. 
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Compatibilidad de Hem0S dich ° anteS ^ JOS 


tas restricciones. Un sistema perfecto de axiomas 
debe cumplir las siguientes condiciones: 

1. a Deben ser compatibles; es decir, de ellos 
no ha de resultar nunca una contradiction. 

2. a Deben ser independientes; es decir, ningun 
axioma, ni una parte del mismo, deben ser conse- 
cuencia logica de los demas. 

Para demostrar la compatibilidad de los axiomas, 
aplica Hilbert el siguiente metodo (1) : Se construye 
una Geometria artificial, cuyos elementos sean nu- 
meros, funciones,... detal modo, quea las relacio- 
nes geometricas definidas por los axiomas corres- 
pondan relaciones convencionales entre estos nu- 
meros. Si en los axiomas dados hubiese alguna 
contradiccion, esta apareceria en la Aritmetica del 
sistema de numeros asi construida. 

Aclaremos esto con un ejemplo. Vamos a demos- 
trar que entre los axiomas lineales l.° a 5.° no 
hay contradiccion ninguna. Consideremos como 
puntos los numeros racionales; llamaremos seg- 
mento definido por dos numeros racionales, al con- 
junto de todos los numeros racionales comprendi- 
dos entre ambos. Con esta definicion es facil ver 
que el sistema de los numeros racionales satisface 
a los cinco axiomas. En efecto: si c y d pertenecen 
al segmento ab, es decir, si es 

(1) Grundlagen der Geometrie. Leipzig. Cuarta edicion. 


los axiomas. 


axiomas son proposiciones logi- 
cas arbitrarias, mas no sin cier- 


1913. 
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a^c^b y a<d<b, 

todo ntimero comprendido entre c yd esta com- 
prendido entre ay b (axioma 2.°). Si cjertenece 
a i sesmento cibi es decir si 6S a <c c <c ? 
numero comprendido entre a y b esjnenor, Jgual 
o mayor que c, es decir: a<d<c, o ben. 
c^d^b (axioma 3.°). Analogamente resultan 

comprobados los axiomas 4.° y 5.°. . • 

Vemos, pues, que la Geometria de este sistenia 
de numeros no es sino la Aritmetica de los nume- 
ros racionales; y si hubiera cont^cxidn eutre 
aquellos axiomas, esta aparecena en la Aritmetica, 
lo cual no acontece. 

Ya hemos definido el sign if i- 

Independencia de ca( j 0 es { a p a ] a bra. Se dice 
los axiomas. que un ax j orna e s independiente 
de otros, cuando no es una consecuencia logica 
de ellos. Para demostrar esta independencia, bas- 
ta construir una Geometria artificial, admitiendo 
aauellos y negando este. Si se prueba la compa- 
tibilidad de esta Geometria, queda demostrada la 
independencia del axioma en cuestion. Asi demues- 
tra Hilbert que el axioma de paralelismo es inde- 
pendiente de los restantes, y tambien lo son i los de 
congruencia, y lo mismo los de continuidad. De 
este modo queda demostrada aritmeticamente la 
posibilidad logica de las Geometnas no euclidia- 
nas, no arquiinedianas, no pascalianas, etc. 

Este metodo de Hilbert constituye un gran pro- 
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greso de la Axiomatica, pero no resuelve comple- 
tamente el problema; porque, en realidad, , no ne- 
mos hecho mas que desplazar la dificultad. bn 
efecto, la no contradiccion de los axiomas geome- 
tricos se reduce a la compatibilidad de los axiomas 
aritmeticos; pero ty la de estos? Bien sabemos que 
en la Aritmetica no se ha presentado contradiccion 
ninguna en el camino hasta ahora recoirido, mas 
(Jquien puede afirmar que lo mismo sucedera avan 

zando mas y mas? . 

El problema tiene trascendental importancia ma- 
tematica y filosofica. Hilbert ha expresado repeti- 
damente su conviccion de que se podra hallar una 
demostracion directa de la compatibilidad de los 
axiomas aritmeticos, aplicando los metodos de razo- 
namiento usuales en la teorfa de los numeros iria- 
cionales, convenientemente modificados ( Hasta 
hoy esta demostracion no se ha logrado. 


labios una objecion. Bien — me direis , la Qeome- 
tna ha logrado constituirse como ciencia rigurosa; 
pero lo que ganamos en rigor, lo perdemos en ob- 

ietividad. . r , t 

Asi es, en efecto. La Geometria nacio de la me- 
dida del suelo, y por abstracciones sucesivas se 

(1) Mathematische Probleme. G6ttinger Nachrichten.-- ■ 
Cong, de Paris. 1900. 


Analisis y 
Geometria. 


Expuesta a grandes rasgos la 
fundacion axiomatica de la Geo- 
metria, veo asomar a vuestros 
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ha ido elevando hasta perder todo contacto con 
ese mismo suelo. En su grado maximo de abstrac- 
tion, constituye un cuerpo cerrado de doctrina, 
totalmente independiente del mundo exterior, pero 
que sabe recobrar el contacto con ese mundo ex- 
terior cuando se le exige una aplicacion a la vida 
real. Su material de construction esta formado 
por entes abstractos cualesquiera, solo definidos 
de modo indirecto por los axiomas. Dadle como 
material esa cosa vaga e indeterminada que se 
llama espacio intuitivo, y os devolvera perfeccio- 
nada la misma Geometria clasica. 

Hemos visto que el material de la Geometria 
abstracta puede estar constituido por nbmeros; es 
decir, que gran parte del Analisis aparece incluido 
en la Geometria, y, reciprocamente, toda la Geo- 
metria esta incluida en el Analisis. En realidad, ha 
desaparecido ya toda diferencia esencial entre ani- 
bas disciplinas; objeto dnico de la primera y fin 
primordial del segundo es el estudio del Conti- 
nue) (1) . Por eso os dije el primer dfa que la Mate- 
matica es ya, y sera cada vez mas, la Ciencia de 
los conjuntos. 

tiEn que se diferencian, pues, Analisis y Geo- 

(1) Siendo el objeto de la Geometria el estudio del 
Continue ), deberian comenzar los libros de esta disciplina 
estableciendo rigurosamente este concepto basico, adop- 
tando los valiosos resultados ya conseguidos por la Teoria 
de los conjuntos. Sin embargo, los tratados didacticos no 
se han dejado apenas influir por la moderna tendencia. Un 
ensayo en este sentido hemos hecho en nuestra obra antes 
citada de Geometria proyectiva. 
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metrfa? En el metodo de investigation; a veces 
solamente en el lenguaje. La Geometria usa toda- 
vla el mismo lenguaje que cuando era la ciencia 
del espacio intuitivo: un lenguaje que evoca en 
nosotros representaciones del espacio fisico; pero 
los entes a que nos referimos tienen el niisrno gia- 
do de abstraction que los numeros del Andlisis. 

En Andlisis hablamos de sistemas de numeros, 
de ecuaciones, y, en Geometria, de espacios o 
figuras. En Andlisis estudiamos funciones, y en 
Geometria curvas, superficies, etc.; pero el con- 
cepto es, en esencia, el mismo. La teorla de las 
redes de puntos equidistantes viene a coincidir con 
la de las formas cuadrdticas numericas; las ecua- 
ciones diferenciales equivalen a las variedades de 
escamas; las transformaciones lineales en las fun- 
ciones de variable compleja, representan movi- 
mientos no euclidianos; etc. (1) 


Logicos e intuitivos. j og ma t e m^ticos en analistas y 

geometras no tiene ya razon de ser. Los geome- 
tras que se precian de su independencia total del 
Analisis, utilizan este sin darsecuenta, y, sin que- 
rerlo, hacen tambien Analisis. Como dice el pri- 
mero de los geometras italianos actuales, la ma- 
yor parte de la Geometria hay que buscarla en las 
obras de los analistas. 

(1) Segre, La Geometria d’oggidi e i suoi legami coll’ 
Analisi. Cong, de Heidelberg. 1904, pag. 109. 


Por esto, la clasificacion de 
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Subsiste, si, una diferencia entre los matemati- 
cos, que se refiere a su temperamento cientifico 
mds bien que al objeto que cultivan. Los unos se 
sirven de la intuicion como gufa en sus descubri- 
mientos, sin perjuicio de demostrarlos o desechar- 
los luego, mediante un analisis riguroso; son estos 
los matematicos intuitivos o geometras, y de ellos 
citaremos los mas geniales de estos tiltimos tiem- 
pos: Klein y Poincare. Los otros no ven eq el es- 
pacio; pero saben avanzar con paso seguro a tra- 
vds de los razonamientos abstractos mas compli- 
cados; son estos los matematicos logicos, sobre 
todos los cuales descuella en la actualidad Hilbert. 


Pap el de la 
intuicion. 


Esto nos lleva de modo natural 
a plantear la cuestion siguiente: 
iDebe desterrarse de la Matematica 
la intuicion? No; en modo alguno. Debe subsistir, 
y seguira desempenando papel importantisimo. 
Ella nos hace adivinar o presentir rnultitud de pro- 
piedades, que de otro modo no llegariamos a des- 
cubrir. La intuicion nos sirve de guia en las de- 
mostraciones, indicandonos el camino que debe- 
mos seguir para alcanzar perfecto rigor. La intui- 
cion geometrica nos faciiita extraordinariamente 
la comprension de relaciones anah'ticas complica- 
das, que de otro modo no podriamos retener. 

iQuien, por muy poco desarrollado que tenga 
el sentido geometrico, no se sirve de la represen- 
tacion por puntos de la recta para estudiar las re- 
laciones de magnitud entre numeros reales? Hasta 
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los matematicos que mayor don de abstraction po- 
seen, como el mismo Hilbert, confiesan que, sin 
la preciosa gui'a de la intuicion geometrica, sin las 
figuras, no lograrian demostrar los teoremas algo 
complicados sobre continuidad de funciones, sobre 
puntos de condensation, etc. Con palabras del 
mismo Hilbert «los signos y formulas de la Arit- 
metica son figuras escritas, y las figuras geome- 
tricas son formulas dibujadas; ningun matematico 
podrfa prescindir de estas formulas dibujadas, 
como no podria realizar sus cdlculos sin parentesis 
ni signos operativos». 

Pero entiendase bien (y perdonesenos la insis- 
tencia): en la Matematica moderna queda relegada 
la intuicion al papel de gui'a, que no sirve para de- 
mostrar nada, aunque ayuda a concebir la demostra- 
cion rigurosa; como el faro indica al buque la ruta 
que debe seguir para llegar al puerto, pero el buque 
ha de salvar la distancia con sus propios recursos. 

No entraremos en la cuestion pedagogica relati- 
va al papel que la intuicion geometrica debe tener 
en la ensenanza. Si la exposition de la Matematica 
en las escuelas secundarias ha de ser logica o intui- 
tiva, es cuestion que aqut no hemos de discutir, y 
respecto de la cual estan muy divididas las opi- 
niones. Pero advirtamos, para evitar probables in- 
terpretaciones torcidas, que estas discusiones se 
refieren solamente a la ensenanza secundaria (1) . 

(1) Ademas de los trabajos publicados sobre este asunto 
por la Internationale Mathematische Unterrichtskommission, 
vease la tnemoria Veronese: Les postulats de la Geometrie 
dans I'enseignement. Cong, de Paris, 1900, pag. 433. 
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Arraigada definitivamente la Geometria racio- 
nal, no cabe ya discusion pedagogica respecto de 
la ensenanza geometrica universitaria. Como 
tampoco es ya posible discutir sobre la Metodolo- 
gia matematica. En el estado actual de esta cien- 
cia, es la Logica el instrumento dnico de la demos- 
tracion; pero la intuicion es, y seguird siendo, la 
guia de la invencion. 
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CONFERENCIA TERCERA 


Funciones de variable real 


El concepto fundamental de toda la Matematica 
es el de fixation o correspondencia, el cual recibe 
nombres muy diversos. Las correspondencias geo- 
metricas, las transformaciones geometricas, las re- 
presentaciones geometricas, no son sino variacio- 
nes formales del mismo concepto. Las nociones de 
curva, de superficie, de variedad, de sistema de 
rectas, etc., del concepto de funcion se derivan. 

Vamos a ocuparnos en esta conferencia de las 
funciones de variable real; insistiendo, sobre todo, 
en las tres nociones capitales de funcion, curva e 
integral. 
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CONCEPTO DE FUNCI6N 


Han transcurrido varios siglos hasta que este 
concepto de funcion ha alcanzado su grado maxi- 
mo de generalidad. Pero, antes de resehar su evo- 
lution, haremos un breve examen. 


jruestro concep- Si a cualquiera de los jovenes 
_ . , que me escuchan le preguntamos 

to de funeicn. por )a jdea que en despierta 

esta palabra funcion , se de antemano la contesta- 
cion segura: «Se dice que y es funcion de x, cuan- 
do a todo valor de x corresponden uno o varios va- 
lores de y»; definition que, a primera vista, parece 
coincidir con la actualmente admitida. 

Insistamos sobre ella, preguntando: iPuede ser 
completamente arbitraria esta correspondencia? Y 
la contestation probable seria un distingamos; 
«hay correspondencias arbitrarias y corresponden- 
>cias que se pueden expresar con los simbolos det 
>Analisis; la Matematica se ocupa de estas ultimas, 
»y a el las solamente nos referimos con la palabra 
>funcion». 

Si tratamos de precisar el significado de esta vaga 
locution simbolos del Analisis, resultara en defini- 
tiva, por exclusion delos simbolos S,n..., 

que la correspondencia en cuestion no tiene tal 
grado de arbitrariedad; y, en resumen, el concepto 
de funcion que posee mi interlocutor es este: «fun- 
»cion de x es toda combination aritmetica, mas o 
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3 >menos complicada, de funciones elementales a 
»saber: potenciasy rafces, exponenciales y logarit 

^ De acuerdo cTesta Sea, se dice que una fun- 
cion es integrable euando existe una combinacion 
de estas funciones elemental cuya denvada es 
aaudlla V en caso contrario, se considered s.gno 
integral J f (x) d x como algo imposible, desprovis 
lo de todo significado y valor; la funcion se dice 

entonces no integrable. funcion 

Para aquilatar mas y mds esta 'dea de ^naon 
oue Dosee mi interlocutor imaginano, le haremos 
Tm Stfma pregunta. Dadas las expresses anal.- 

ticas 


y = x, y : 


: - x + 2, 


hao-amos corresponder a los valores del intervalo 
fo n os va ores y = x, y a los del intervalo (1 ,2), 
1 ns v a lores fy == -x + 2 dEs una funcion esta co- 
rrespondencia? La contestation segura sera esta. 
«No; son dos funciones distintas». 


Pues bien, senores; la idea de funcion que 
Euler ’ tiene este joven representative, coinciae 
con la deffnicidn dada por Euler: Functio quanti- 
tatis variabilis est expresio analytica quomodo 
W^Znposlta ei ilia quantitate vanaM. 
(Introductio in Ancilysim, 1750.) « . en _ 

i a distincion que hacia nuestio interlocutor en 
tre co^ind^das arbitrarias y corresponden- 
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cias expresables por los si'mbolos del Analisis, es 
tambien de Euler; el cual distingue cuidadosamen- 
te entre curvas arbitrarias, esto es, dibujadas a 
capricho, y curvas geometricas, es decir, repre- 
sentables por medio de combinaciones mas o me- 
nos complicadas, de exponenciales y logaritmos, 
de senos y arcos tangentes, etc. 

Este antagonismo entre curvas arbitrarias y cur- 
vas geometricas subsistio en la Ciencia solamente 
hasta Fourier (1807); pero entre nosotros perdura 
todavia. 


Problems de las cuer- , Quien primero puso a prue- 
das vibrantes. ^ ^ ^ ^ 6Std dlStincion 

entre curvas arbitrarias y cur- 
vas geometricas, fue uno de los Bernoulli con mo- 
tivo del famoso problema de las cuerdas vibran- 
tes (1753). Desviemos de su posicion de equilibrio 
una cuerda tirante, de longitud /, sujeta en dos 
puntos fijos, abandonandola sin velocidad inicial. 

Si es y la desviacion del punto de abscisa x en ef 
momento t, demuestra Bernoulli la formula: 

y = 2 « P sen p ~ cos pkt 

(k constante de la cuerda) 

dando esta como solucion mas general del pro- 
blema. 

El sagaz espiritu de Euler hizo la observacion 
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siguiente: si esto es cierto, haciendo t = 0, la 
formula 


,, * x 

y— L ct p sen p -j 


(A) 


debe representar la curva que forma la posicion 
inicial de la cuerda; pero siendo esta una curva ar- 
bitraria, trazable a nuestra voluntad, resultana de 
aquf que toda curva empirica puede expresarse por 
medio de un desarrollo en serie del tipo (A), es 
decir, por una expresion analitica. Y esta conclu- 
sion, en el estado de las Matematicas de entonces, 
se reputaba absurda. 

Mas todavia: si la posicion inicial de la cuerda 
fuese un polfgono, resultaria, de ser cierta la afir- 
macion de Bernoulli, que una sola expresion anali- 
tica puede representar varios segmentos rectili- 
neos; es decir, coincide con una funcion lineal en 
un intervalo, y es igual a otra funcion lineal en otro 
intervalo. Esto parecia entonces tan paradojico y 
tan absurdo, que ni siquiera fue tornado por mu- 
chos en consideracion. 


Fourier. 


El mismo problema se le presenta mas 
tarde a Fourier (1807) en la teorfa del 
calor, y mas atrevido que Euler, contesta afirmati- 
vamente, demostrando por primera vez que las se- 
ries trigonometricas lo mismo sirven para rqpre- 
sentar curvas geometricas que curvas arbitrarias, 
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v, en particular, curvas compuestas de arcos geo- 
inetricos cualesquiera. He aqui uno de los ejem- 
plos mds sencillos de Fourier: , n 

La funcion que hace corresponder a x el valor 

en todo el intervalo (0,tc) y el valor g en todo el 

intervalo (•*, 2 it), admite el siguiente desarroilo en 
serie convergente: 

it sen 3 x sen 5 x 

i (x) = j - sen x o 5— 


como el lector puede comprobar facilmente 


(i) 


El unico criterio en que apoyaban 
Dirichiet y j os matem aticos su distincion entre 
Biemann. {uncjones analiticas y corresponden- 
cias arbitrarias, entre curvas empiricas y curvas 
geometricas, cayo asi por su base. Se planteo m- 
mediatamente el siguiente dilema: 0 no se con5i- 
deran las series trigonometricas como tunciones, 
es decir, se excluye el simbolo lim entre los ad- 

(1) Ademds de la decisiva influencia de Fourier en la 

evolucion del concepto de funcion, debe nofarse que en 

sus obras se encuentran en germen ideas sobre la contmu- 
dad la convergencia no uniforme, etc. suficientes para 
conouistarle el titulo de precursor de Cauchy y de Weiers- 
trass. (Vease: Jourdaln, Note on Fourier s influence on 
the conceptions of Mathematics. Cong, de Cambridge, 19. o, 
pdgina 526.) 
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mitidos para derinir las funciones, en cuyo caso ha- 
bria que suprimir gran parte del Analisis matemati- 
co, o se amph'a el significado de la palabra funcion. 

La election no era dudosa; la Matematica pre- 
fiere siempre el grado maximo de generalidad, 
porque generalidad signifies supresion de excep- 
ciones, y, por tanto, mayor sencillez y belleza. 
Asi se Ilego al amph'simo concepto general de fun- 
cion formulado por Dirichlet y Riemann (I) , que- 
dando definitivamente incorporado a la Matemati- 
ca. Funcion es toda correspondencia entre dos 
conjuntos de mimeros, cualquiera que sea el 
modo de establecerla. 

Ambos elevan a la categoria de teorema riguro- 
so la afirmacion de Fourier, y Dirichlet (1829) de- 
muestra por primera vez el fundamental teorema 
que lleva su nombre: 

«Toda funcion que cumple las condiciones de 
Dirichlet en un intervalo < 2 >, se puede desarrollar 
en serie de Fourier: 

1 

f ( x ) = g a o + (a* cos x + b x sen x) -f- 

+ (a 2 cos 2 x -f- b 2 sen 2 x) + 

la cual expresa el valor de la funcion en los pun- 

(1) La def inici<3n de Cauchy, a primera vista mas gene- 
ral que la de Euler, no difiere apenas de ella, como luego 
veremos. 

(2) Estas condiciones son: que sea finita en el intervalo 
y que s61o tenga un numero finito de discontinuidades de 
primera especie y un numero finito de maximos y mfnimos. 
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tos de continuidad, y es igual a la semisuma de los 
dos valores limites de f (x) en los puntos dedis- 
continuidad ordinaria.» Este desarrollo es unico, y 
los coeficientes estan dados por las formulas: 


Con la adoption del nuevo concepto de funcion 
comienzan a aclararse multitud de paradojas antes 
inexplicables, Uegando a su plenitud la era del ri- 
gor matematico. 


da en cada uno de sus puntos; conviction nada 
extrana, puesto que las funciones mas sencilias, 
dnicas hasta entonces consideradas, son, en efec- 
to, derivables. Ni deben extranarnos tampoco la 
multitud de pretendidas demostraciones de esta 
afirmacion, hoy falsa a todas luces; la demostra- 
cion de Ampere, las de Lamarle y Gilbert, las mas 
conocidas de Duhamel y Bertrand, revelan unica- 
mente la imperfeccion del Analisis hasta mediados 
del siglo ultimo. 

Weierstrass did el primer ejemplo de una tun- 
cion continua que no admite derivada en ninguno 


a n = — / f (x) cos nx dx 


1 r 2T - 


it./ 0 



Riemann y 
W oiers trass. 


Durante mucho tiempo se ad- 
mitio como verdad inconcusa que 
toda funcion continua tiene deriva- 
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de sus puntos. La conocidi'sima funcion de Weiers- 
trass es la siguiente: 

f (x) = cos x x + b cos x a x + b 2 cos x a 2 x + 


(a impar, b < 1, ab > | x -f 1). 

Mucho antes, Hankel, Schwarz,... habian ya 
dado ejemplos diversos de funciones continuas no 
derivables en infinitos puntos; y con el conocido 
principio de condensacion de las singularidades, 
dio Hankel un medio para construir funciones no 
derivables, cada vez mas complicadas. 

Pero, en realidad, el geometra a quien corres- 
ponde la gloria de haber destruido esta falsa idea, 
durante tan largo tiempo arraigada, es Riemann 
(1867), en cuyos trabajos aparecen ya funciones 
continuas no derivables en el conjunto de los nu- 
meros racionales. 

Es tan conocido este tema, el cual ha pasado ya 
a todos los tratados didacticos modernos, que no 
es preciso insistir mas sobre el, limitandonos a 
citar simplemente las funciones de Dini, no deriva- 
bles en ningun punto, y que comprenden a la de 
Weierstrass como caso particular. Una funcion 
sencilla de Dini es la siguiente: 

f ( X > = 1~3 cos x + r~ 3 5 cos 1-3 • x + 

OL^ 

+ J g j COS 1.3.5 . X + 
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CONCEPTO DE CURVA 

La nocion de curva se ha ido desarrollando pa- 
ralelamente a la de funcion, pero con cierto retra- 
so respecto de ella. Antiguamente solo se consi- 
deraban admisibles en la Matematica las curvas al- 
gebraicas; pero Leibniz amplio punto de vista tan 
estrecho, proclamando el derecho de muchas otras 
(por ejemplo: la cicloide) a figurar en las teorias 
matematicas (1684). Desde entonces, el concepto 
matematico de curva ha pasado por una evolucion 
interesante, que vamos a resenar. 

Weierstrass define por prime- 
Curvas anaiitieas. ra vez una clase muy general de 

curvas, que comprende como caso particular a las 
algebraicas y a todas las trascendentes hasta enton- 
ces conocidas; esta nocion tan general es la de 
curva. analitica. Weierstrass llama asi al conjunto 
de puntos reales e imaginarios definidos por dos 
series convergentes: 

x = a„ + Ui t + a 2 t 2 + 

y = b 0 + bi t + bo t 2 + 

ordenadas segun las potencias del pararnetro t. 

Mas esta nocion se hizo pronto insuficiente, y 
comenzaron los matematicos de la escuela de 
Weierstrass a ampliar en direcciones diversas la 
nocion de curva, llegando a tal grado de genei ali- 
dad, que los entes asi definidos nada de parecido 
teriian a la vulgar nocion de curva. Para ellos, cur- 
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va matematica es el conjunto de puntos definidos 
por dos funciones reales cualesquiera x = <p (t), 
y = <j) (t), o por una sola funcion y = f (x), tenien- 
do la palabra funcion el sentido amplisimo de Di- 
richlet. Naturalmente, solo en el caso de funciones 
continuas muy especiales resultan conjuntos de 
puntos que corresponden a la nocion intuitiva de 
trazo continuo. 


fieren considerablemente de esta nocion intuitiva. 
Expondremos brevemente la construccion dada por 
Moore y Schonflies, que difiere algo de los clasi- 
cos ejemplos de Peano y Hilbert. 

Dado un segmento y un cuadrado, dividamos 
aquel en nueve partes iguales, y este en nueve 
cuadrados tambien iguales, haciendo corresponder 
estos a aquellos en el orden indicado por la figura 
primera. Obtenemos asi diez puntos del segmento 
(los de division), a los cuales asignamos sus co- 
rrespond! entes en el cuadrado, como indican los 
extremos de los trazos marcados en la figura. Sub- 
dividamos ahora cada segmento y cada cuadrado 
en nueve partes iguales, haciendolas corresponder 
en el orden indicado por la segunda figura. Asi te- 
nemos 82 pares de puntos correspondientes. Si- 
guiendo de este modo, obtenemos dos redes de pun- 
tos, cada vez mas densas, en el segmento y en el 
cuadrado. 


Curvas que lie- 
nan un area. 


Aun imponiendo a las funcio- 
nes la restriccion de la continui- 
dad, se obtienen curvas que di- 
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Dado un punto cualquiera del segmento, caben 
dos posibilidades: o llega a obtenerse como punto 





de subdivision, en cuyo caso ya le hemos asigna- 
do su correspondiente en el cuadrado, o aparece 
dicho punto como limite de una sucesion indefinida 
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de segmentos, cada vez mas pequenos, contenido 
cada uno en el anterior, a los cuales corresponden 
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cuadrados tambien contenidos unos en otros, y que 
tambien tienden a cero; por consiguiente, en vir- 
tud del axioma de Dedekind, existe un punto unico 
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contenido a la vez en todos; y este punto lo asig- 
namos a aqudl primero como correspondiente. Re- 
cfprocamente, todo punto del cuadrado tiene al 
menos un correspondiente en el segmento. 

Esta notabilfsima correspondencia merece que le 
dediquemos algunas palabras de comentario. Ya en 
la conferencia anterior lograbamos — siguiendo a 
Cantor — hacer corresponder bium'vocamente los 
puntos de un segmento y los de un cuadrado; 
pero es preciso seiialar una diferencia esencial 
entre una y otra. La correspondencia de Can- 
tor es biunwoca, pero no continua; las de Pea- 
no-Hilbert son continuas y unfvocas, pero no 
biunwocas; a cada punto del segmento corres- 
ponde uno solo del cuadrado; pero hay puntos de 
este que tienen varios homologos en aquel. En 
una palabra: las curvas de Peano-Hilbert tienen 
puntos multiples. 


tinua entre el segmento y el cuadrado, y, por 
tanto, entre una linea y un recinto cualquiera? 

Imaginemos por un momenta que la contestation 
fuera afirmativa; entonces la radical separation 
actual entre las Geometrias de la recta, del piano y 
de los espacios de cualquier numero de dimensio- 
nes, perderfa todo fundamental A toda propiedad 
del piano corresponden'a otra de la recta, y reci- 
procamente; en virtud del principio de Klein, am- 


Concepto de 
dimension. 


Inmediatamente ocurre preguntar: 
iSera posible establecer una corres- 
pondencia a la vez biunivoca y con- 
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bas Geometrias, y, en general, la de un espacio 
de n dimensiones, serian equivalentes. 

Yo os invito a meditar sobre la trascendencia 
enorme de esta cuestion. Pensad en la labor de 
tantas generaciones de matematicos que durante 
siglos y siglos han construido la Geometria, apo- 
yada sobre el concepto de dimension, como una de 
sus piedras fundamentales; y ved que de pronto 
comienza a desmoronarse este cimiento que pare- 
cfa inconmovible, y el edificio entero amenaza 
ruina. 

Tranquilicemonos; la contestacion no se ha he- 
cho esperar, y ha sido negativa. No es posible es- 
tablecer una correspondencia. biunwoca y continua 
entre dos espacios de distinto numero de dimen- 
siones. El concepto basico de dimension sigue, 
pues, en pie, y sobre el descansa todavia solida- 
mente esta ciencia secular. La demostracion de 
esta negativa ha sido lograda recientemente por 
Brouwer, joven matematico holandes, cuyo nom- 
bre hemos de citar mas de una vez en estas confe- 
rencias, y por Lebesgue, el insigne profesor tran- 
ces, de cuyas creaciones trascendentales habre- 
mos hoy mismo de ocuparnos (1) . 

(1) Brouwer: Beweis der Invarianz der Dimensionen- 
zahl. — Math. Ann. t. 70, 1911.— Demostracion perfeccio- 
nada en Math. Ann., t. 71, 1912. — Lebesgue: Sur I’inva- 
riatice du norribre de dimensions d’un espace. Compt. rend., 
t. 152, 1911. 

Referencias bibliograficas mas extensas sobre este punto 
y sobre el concepto de curva, pueden verse en nuestros 
Fundamentos de la Geometria proyectiva superior. 
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Curvas de 


Volviendo a la curva de Peano, ana- 
diremos que para excluir de las investi- 


jordan. g ac j ones generales estos y otros ana- 
logos «casos patologicos de la Geometrfa», se han 
introducido posteriormente ciertas restricciones al 
concepto demasiado amplio de curva que antes he- 
mos resenado, llegando asf hasta la nocion de cur- 
va debida a Jordan, hoy generalmente admitida. 

Se llama curva de Jordan a todo conjunto de 
puntos en correspondencia biunivoca y continua 
con los puntos de un segmento- Si hay un punto 
unico de la curva al cual corresponden los dos ex- 
tremos del segmento, la curva se llama cerrada , 
y en caso contrario se llama abierta. En ambos 
casos carece de puntos multiples. 

Esta nocion de curva de Jordan es mucho mds 
amplia que la de curva analitica de Weierstrass, 
pues no exige la existencia de tangente en ningun 
punto; ejemplos de esto se presentan en la teorfa 
de funciones automorfas. Pero es mucho mas res- 
tringida esta nocion que la antes resenada, que- 
dando desde luego exclufdas, en esta definicion, 
las curvas que llenan un area. 

En resumen: cuando se usa en cualquier teorfa 
matematica esta discutidfsima palabra curva, se 
sobreentiende, salvo advertencia en contrario, que 
se trata de una curva de Jordan, grado maximo de 
generalidad hasta hoy bien estudiado (1) . 

(1) Este es el significado que debe atribuirse a la frase 
de Study: «Los matematicos no se han puesto de acuerdo 
todavia acerca del concepto de curva. » 
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CONCEPTO DE INTEGRAL 


„ , , , La nocion de integral defini- 

Origenes e ^ a e j nc j e fi n id a es, en realidad, 

Caleulo integral. muy antjgua; nlucho m as que 

la nocion de derivada. La integral definida es el 
ltmite de una suma especial, cuyos sumandos tien- 
den a cero; si uno de los extremos de la integral es 
variable, el valor de la integral depende de el; es 
decir, es funcion de x; esta es la integral indefini- 
da. Todas las cuadraturas de areas curvilfneas que 
se encuentran en Arquimedes son, en realidad, 
calculos de integrates definidas. Los metodos de 
exhaustacion de los griegos a esto mismo se re- 
ducen. 

En el siglo xvn se inventa el Caleulo diferen- 
cial, es decir, se hallan reglas diversas para calcu- 
lar el limite de un cociente de dos infinitamente 
pequenos, y, aplicadas estas reglas a los incre- 
mentos de las areas, se ve, con sorpresa, que la 
derivada del area variable encerrada por una cur- 
va con el eje de las x, coincide con la funcion que 
define tal curva. El dia en que esta coincidencia 
entre la funcion primitiva y la integral llego a des- 
cubrirse, nacio el Caleulo integral. El caleulo de 
las areas, antes tan artificioso y dificil, quedo re- 
ducido a la obtencion de las funciones primitivas. 

Esta coincidencia ha subsistido mientras los con- 
ceptos de funcion y de integral han conservado su 
primer caracter restringido; pero desaparece al 
ampliarse estos, como luego veremos. 
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Euler. 


Ya hemos explicado cual era el concep- 
ts de funcion antes de Fourier y Dirichlet. 
Para Euler y todos sus contemporaneos, la palabra 
funcion era sinonima de combinacion aritmetica 
mas o menos complicada de exponenciales y loga- 
ritmos, de potencias y raices, etc. Cuando se lo- 
graba hallar una de estas combinaciones, cuya de- 
rivada coincidia con la funcion dada, se deci'a que 
esta era integrate; en caso contrario, el sfmbolo 
/ f (x) dx se consideraba como algo desprovisto, 
no solo de valor practico, y, por tantcq de interes, 
sino tambien falto de sentido; la funcion se decla- 
raba entonces no integrable. 

Este punto de vista de Euler es todavia corrien- 
te entre nosotros. Mejor dicho, nuestro criterio en 
este punto es anterior al de Euler y sus contempo- 
raneos; porque estos admitfan tambien como inte- 
gral una serie cualquiera, y entre nosotros se de- 
clara no integrable una funcion, cuando no se ob- 
tiene una de nuestras series conocidas. 


[Nuestro concepto 
de integral. 


Examinemos atentamente 
este punto de vista, y veamos 
cual es su valor teorico y cual 
su valor practico. El interes teorico queda anulado 
desde el momento en que el concepto de funcion 
adquirio significado mas general. Las exponencia- 
les, arcos tangentes, etc., son, en efecto, funcio- 
nes que conocemos y manejamos mejor que las 
dem&s, porque las tenemos tabuladas. Pero iaca- 
so no estan igualmente tabuladas muchas otras, 
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como, por ejemplo, las elipticas, esfericas, de Bes- 
sel, etc.? iY por que excluir estas, y no las ante- 
riores? 

Desde el punfo de vista especulativo, las funcio- 
nes cuya integral puede expresarse por medio de 
una combinacion de las citadas elementales, y 
nada mas que de ellas, no tienen mayor valor cien- 
tffico que lo tenian literario aquellas comedias de 
la epoca de decadencia de nuestra literatura, es- 
critas sin utilizar la vocal e o sin la «, o solo con 
la vocal a. 

iQue valor practico tiene el hallar explicita- 
mente tal combinacion de las pocas funciones ci- 
tadas? Si necesitamos para un problema de Tecni- 
ca utilizar una integral, a nadie podra ocurrirsele 
servirse de aquella expresion, cuyo calculo es, 
las mas de las veces, impracticable, aun siendo 
muy sencilla la funcion integrada. Nos serviremos, 
por el contrario, de un integrafo o de un plam'me- 
tro; y si no disponemos de ellos, utilizaremos 
sencillamer.te un curvimetro, obteniendo aproxi- 
macion que suele bastar en tales aplicaciones tec- 
nicas. Y si esta no es suficiente, haremos el calculo 
numerico por el metodo de Runge u otro analogo. 

Si observamos, por ultimo, que las integrales de 
uso frecuente, por ejemplo, la / e -t2 dt, que se 
presenta en los probiemas de probabilidades, es- 
tan tabuladas, y su calculo numerico es infinita- 
mente mas sencillo que si se pudieran integrar en 
la forma acostumbrada, podemos concluir que el 
valor teorico y practico del antiguo empeno de in- 
tegrar toda clase de funciones por medio de las 
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elemeritales mas senciilas, corre parejas con el va- 
lor actual de la tambien antigua pretension de re- 
solver todas las ecuaciones algebraicas por medio 
de radicales, o la mas reciente de construir la 
Geometria algebraica con los recursos cuadraticos 
de la Geometria proyectiva elemental. 

Unos y otros problemas, que un dfa tuvieron 
interes real, han sido ya incorporados a los fa- 
mosos de cuadrar el circulo, trisecar el angulo o 
duplicar el cubo, sin otros instrumentos que la re- 
gia y el compas. Y no solo ha sido demostrada la 
imposibilidad de todos ellos, sino que, aun dada 
esta por obtenida, bien escaso seria su interes y 
nulo su valor practico. 


Caueh E n * a ev °l uc >o n de los conceptos ba- 
aue ‘ y- sicos de funcion y de integral que es- 
tamos resenando, no deja Cauchy la misma pro- 
funda huella que en otras ramas del Analisis. 

No quiere esto decir que el progreso que le debe 
la teoria de funciones sea pequeno; bastara recor- 
dar sus definiciones rigurosas de la continuidad, 
de la convergencia, etc. Pero su concepto de fun- 
cion, a pesar dela aparente amplitud de sus defi- 
niciones, no difiere apenas del de Euler. Cauchy 
supone siempre implicitamente que la correspon- 
dence esta expresada por una combinacion de 
funciones elementales. 

Su concepto de integral no es tampoco muy su- 
perior al de Euler, pues se funda como el en la in- 
tuicion geom^trica. No sera preciso detenerse en 
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explicarlo aqui, porque es el adoptado en los libros 
de la mitad del siglo pasado (Duhamel, Sturm, 
Moigno, etc.), bien conocidos de todos. 

Este concepto de integral de Cauchy no es apli- 
cable a multitud de funciones, como son, verbigra- 
cia, las discontinuas en un conjunto denso de 
puntos. Sea, por ejemplo, la funcidn de Dirichlet: 

y = lim [ lim (cos m! k x) 2n ] 

m— >oo n— >oo 

Si x es racional, para valores enteros de m bas- 
tante grandes es m/x un mimero entero, y por 
tanto, es el coseno +1, pero su potencia de expo- 
nente 2n es 4- 1 , luego y — \. En cambio, si x es 
irracional, es siempr em!x irracional, y, por tanto 


luego 

lim (cos m! 


cos m ! x x | < 1 , 


x) 2n = 0 de donde: y = 0. 


En todos los puntos es la funcidn discontinua, y 
carece de integral en el sentido de Cauchy. 


, Sea U — f(x) una funcidn unifor- 

ntegia e me y fjnita en el intervalo (a,b)- Di- 
Kiemann. v jdido este en n partes iguales conse- 
cutivas por los puntos 


: Xq, X) , Xj, X3, Xn— 1, Xn — b, 
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sean sus longitudes: 

8i=X!— X 0 , § 2 = X 2 — Xi, ... 8 n =X n — X n -l. 

Llamando Mi y mi a los extremos superior e in- 
ferior (1) del conjunto de valores que toma f(x) en 
el intervalo §i , formemos las sumas 


Haciendo crecer el numero n de intervalos, tien- 
den estos a cero. Ambas sumas tienen entonces H- 
mites determinados L y 1, independientes del 
modo de division adoptado. Estos numeros se Ha- 
inan integral superior o por exceso, e integral in- 
ferior o por defecto (Jordan), designandose asi: 


Asf, por ejemplo, en la funcion de Dirichlet, 
cualquiera que sea la division en intervalos parcia- 
les, es 


(1) Se llama extremo (borne) superior de un conjunto 
de numeros, al menor de todos los numeros no inferiores a 
ninguno del conjunto. Extremo inferior es el mayor de los 
numeros no superiores a ninguno del conjunto- La demos- 
tracion puede verse en Goursat, Vailee-Poussin, o en 
nuestras Lecciones de Analisis Matematico , 2.° curso. — 
Madrid, 1916. 


S = Mi + M 3 § 2 + + M n §n 

s = mi ^ -j- m 2 § 2 -f- -j- m n § n • 


L = f* f (x) d x 1 = j b a f(x)dx. 


Mi = 1, mi — 0; 
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luego 


S — ^ + §2 + + 5 n = b — a 

s = 0 + 0 + + 0=0, 

por consiguiente: 

f b J (x) d x = b — a ^f(x)dx = 0. 

Cuando las dos integrales superior e inferior 
coinciden, la funcion se llama integrable en el sen- 
tido de Riemann, escribiendose entonces: 

L==1 = /^(x)dx. 

Toda funcion integrable en el sentido de Cauchy 
lo es tambien en el de Riemann, pero no inversa- 
mente. 

No podemos entrar en la exposicion de la teoria 
de Riemann, pues ademas de no ser este el objeto 
de las conferencias, esta expuesta en todos los tra- 
tados modernos extranjeros. Veanse, por eiemplo 
los de Goursat y de la Vallee-Poussin. Citaremos 
solamente algunos resultados importantes muv 
generales: J 

Toda funcion continua es integrable. 

Toda funcion constantemente creciente, o cons- 
tantemente decreciente (funciones monotonas ), es 
integrable. 

La suma, diferencia, o producto de funciones in- 
tegrables, es tambien integrable. 
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Con Riemann cesa la identi- 
integrai y fun- dad entre integral y funcion pri- 
ci6n primitiva. m i t i va ; y cesa en el momento 
mismo en que presenta funciones integrables, cuya 
integral es discontinua; en efecto, no admitiendo 
derivada esta ultima a causa de su discontinuidad, 
no puede ser funcion primitiva de mnguna otra. 

Desde este momento se hace esencial la distin 
cion entre ambas nociones. Por una parte, la in e- 
gral definida o indefinida, esto es, el limite de a 
suma de infinitamente pequenos, o el area de a 
curva que representa la funcion; por otra parte, lc 
funcion primitiva, esto es, la funcion cuya derivada 
coincide con la primera. 

Una funcion integrable puede carecer de funcion 
primitiva, y reciprocamente, una funcion obtenida 
derivando otra, puede no ser integrable (Lebes- 
gue). En el caso mas sencillo, cuando la funcion 
que se integra es continua, la integral y la funcion 

TjIZgMemann se ha hecho insuficiente 
en estos ultimos anos ? pues no permite 
siempre el problema de hallar la funcion primitiva 
de una dada. El matematico f ranees Lebesgue 

(1) «Si Pen voulait toujours se limiter a la consideration 
de ces bonnes fonctions, il faudrait renoncer a resoudre 
bien des problemes a enonces simples poses depuis ; long 
temps. C’est pour la resolution de ces problemesetnon 
par amour des complications, que jai mtroduit dans ce 
Livre une definition d’integrale plus generale que celle de 
Riemann. » (Lebesgue: Lemons sur l integration et la re 
cherche des fonctions primitives. Paris, 1904; pag. VI.) 
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ha enriquecido la Ciencia con la ampli'sima nocion 
de integral que lleva su nombre, la cual constituye 
una de las mas grandes conquistas de este siglo, 
y ha de revolucionar toda la teoria de funciones. 

La concepcion de Lebesgue se funda en la teo- 
ria de los con/untos medibles, de la cual daremos 
ligerisima idea. 


Conj untos 
medibles. 


Dado un conjunto (x) de puntos 
de un intervalo (a, b) de longitud 
l=b — a , tomemos segmentos par- 
ciales cualesquiera, tales que todo punto de (x) 
quede incluido al menos en uno de ellos, y sea 
si la suma de todos estos segmentos, la cual puede 
ser mayor, igual, o menor que /. Si tomamos to- 
dos los sistemas posibles de segmentos asi defini- 
dos, obtenemos infinitos numeros si ; este conjun- 
to de ntimeros s, tiene siempre un extremo infe- 
rior s, y este numero s (que no excede nunca a /), 
se llama medida exterior del conjunto (x). 

Si hallamos la medida exterior del conjunto com- 
plementary del (x) y la restamos de la longitud to- 
tal /, obtenemos otro numero s que se llama medi- 
da interior del conjunto (x). Si ambas medidas 
coinciden, el conjunto se llama medible. 

Apliquense estas definiciones al conjunto de va- 
rios puntos aislados, y resulta s=0, S=0; tomese 
un conjunto (x) formado por varios intervalos se- 
parados, y se obtiene como medida la suma de lon- 
gitudes. Esta nocion general encierra, pues, como 
caso particular, el vulgar concepto de longitud. 
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Las ideas capitales en que se basa 
integral de conception de Lebesgue, son las 
Lebeegue. sigujentes; i.a Q en eralizar la integral 
de Riemann haciendola aplicable, no ya a las fun- 
ciones definidas en un intervalo, sino en un con- 
junto cualquiera de puntos. 2. a En vez de subdi- 
vidir el intervalo de la variable x, se subdivide el 
campo de variabilidad de la funcion y. 

Sea y = f(x) una funcion finita y uniforme de- 
finida en un cierto conjunto medible (x), y sean ni 
y M los extremos inferior y superior del conjunto 
de valores que toma y en dicho conjunto (x); si di- 
vidimos el intervalo (m, M) en n partes iguales por 
medio de los puntos 


m 


= yo, yn y*, yn = M, 


puede suceder que sea medible el conjunto de va- 
lores de x, cuya ordenada correspondiente esta 
comprendida entre dos de ellos; por ejemplo, los 
valores de x que cumplen la condicion 

y 2 < f (x) < y 3 ; 

y si esto se verifica para todos los intervalos 
(yi-i, yi), cualquiera que sea n, la funcion se llama 
medible. 

Sean l u l s , , 4* las medidas asi obtemdas en 

los diversos intervalos, y formemos las sumas 

Sn = ll Yo + I2 Yi + + J n Y "- 1 

S n = ll Yl 4-12Y2 + + In Yn • 
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Tomando n cada vez mayor, al decrecer inde 
finidamente los intervalos elegidos, los numeros s n 
tienden a un lfmite s, y los S n a otro h'mite S. Estos 
dos niimeros syS son las integrales inferior y supe- 
rior de Lebesgue. Cuando ambos coinciden, la fun- 
c : 5n se dice integrable en el sentido de Lebesgue- 
Para que la integral de Lebesgue sea una gene- 
ralization util, debe comprender como caso parti- 
cular los anteriores conceptos de integral. Asi su- 
cede, en efecto; toda funcion integrable en el sen- 
tido de Riemann lo es tambien en el sentido de 
Lebesgue, siendo iguales ambos resultados. Pero, 
aun suponiendo que el campo de variabilidad de x 
sea un intervalo, no todas las funciones integra- 
tes en el sentido de Lebesgue admiten integral de 
Riemann, pues solo aquellas en que el conjunto de 
los puntos de discontinuidad tiene medida nula 
pueden ser ' integrates en el sentido de Riemann. 
La integral de Lebesgue constituye, pues, una 
amph'sima generalizacion de todos los anteriores 
conceptos de integral. 


Calculo de la fun- 
cion primitiva, 


Ya hemos senalado repetida- 
mente la diferencia esencial que 
existe entre los conceptos de 
integral y funcion primitiva. Desde el momento 
en que Riemann descubrio esta diferencia, quedo 
implfcitamente planteado el problema siguiente: 
«Dada una funcion, averiguar si admite funcion 
primitiva, y, en caso afirmativo, hallar esta.» 
Desde luego, si la funcion dada es continua, la 
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integral indefinida de Cauchy resuelve completa- 
mente el problema, puesto que coincide con la 
funcion primitiva; pero tambien hemos consignado 
el hecho de que no sucede lo propio para las fun- 
ciones discontinuas, que cada dia adquieren ma- 
yor importancia matematica y fisica. 

La integral de Lebesgue resuelve esta cuestion 
para clases muy extensas de funciones (por'ejem- 
plo, las limitadas o acotadas), y no solo aquel pro- 
blema, sino este otro mas general: 

«Dada una funcion, reconocer si esta es el nu- 
mero derivado superior o inferior de otra funcion, 
y hallar esta. » 

La nocion de funcion primitiva adquiere asi un 
grado de generalidad mucho mas amplio. 

La solucion general de ambos problemas para 
toda clase de funciones exige todavia una nueva 
generalizacion de la nocion de integral. Esta ha 
sido realizada recientemente por Denjoy (1) , joven 
discipulo de Lebesgue; pero todavia no ha tenido 
la general aceptacion que las teorias de este. 


zaciones sucesivas han venido impuestas por la 
amplitud, siempre creciente, de las funciones es- 
tudiadas por la Matematica, en su marcha ascen- 
dente de lo sencillo a lo complicado. 

(1) Denjoy: Calcul de la primitive de la fonction deri- 
vee la plus generate.— Compte. rend. 1912. 


Funciones dis- 
continuas. 


Examinando retrospectivamen- 
te la evolucion del concepto de 
integral, vemos que sus generali- 
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Durante muchos siglos se han estudiado sola- 
mente las funciones continuas, tinicas que se con- 
sideraban utiles a las ciencias naturales. Natura 
non facit saltus era el lema de la antigua Matema- 
tica. Y, en efecto, as! puede aceptarse como pri- 
mera aproximacion. . j r , 

Con Fourier comienzan a despertar interes las 
funciones discontinuas, pero solo las mas senci- 
llas: las que solo presentan discontinuidades ordi- 
narias aisladas, a las cuales la integral de Cauchy 
es todavia aplicable. Un estudio mas profundo da 
carta de naturaleza en la Matematica a otras fun- 
ciones cuyos puntos de discontinuidad forman un 
conjunto denso, y Riemann amplfa el concepto de 
integral para hacerlo aplicable a estas; pero pron- 
to se hace insuficiente para las funciones cuyos 
puntos de discontinuidad forman un conjunto de 
medida no nula, y entonces se imponen como 
algo necesario las generalizaciones de Lebesgue y 

Denjoy. , , 

iSon suficientes estas para las actuates necesi- 
dades de la teorla de funciones? (1) Recordemos 
someramente los profundos estudios de Baire so- 
bre esta moderna teoria de las funciones disconti- 
nuas. 


(1) La bibliografia de esta teoria y sus resultados mas 
importantes, pueden verse en Baire: Lemons sur les fonc- 
tions discontinues. — Paris, 1905. — Consultese, ademas. 
Pierpont, The theory of function of real variables . 
Boston, mod- 
es 
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Investigaeiones . L,ama Ba j re funciones diSCOn- 


nuas en un intervalo (a, b); de segunda clase a las 
que son li'mites de funciones discontinuas de prime- 
ra clase, etc. Llama funciones de clase trasflni- 
ta & a las que son li'mites de funciones de clase 
finita, sin pertenecer a ninguna de estas clases. Y, 
en general, dado un ndmero trasfinito x, llama fun- 
ciones discontinuas de clase x a las que aparecen 
como li'mites de funciones discontinuas de clase 
inferior a x, sin pertenecer a ninguna de estas 
clases. 

Fues bien, la integral de Lebesgue es aplicable 
a todas las funciones de cualquiera de estas clases 
de Baire. 

Baste con esta sucinta resena para despertar 
en los jovenes que me escuchan el interes por 
estos novisimos estudios de las funciones discon- 
tinuas, los cuales descubren horizontes dilatados, 
llenos de propiedades sorprendentes y de resulta- 
dos dtiles a las ciencias afines. En la teorfa de la 
energi'a, como antes de la teorfa de la materia, el 
concepto de discontinuidad arraiga mas cada dia. 

La Matematica clasica era la ciencia del Conti- 
nue). La Matematica futura se preocupara princi- 
palmente del estudio de lo discontinuo; todo un 
mundo nuevo, infinitamente mas extenso y com- 
plicado. 

A1 antiguo lema, demasiado exclusivista, ha 
sustituido este otro, mucho mas amplio y mas real: 
Natura facit saltus. 


de Baire. 


tinuas de primera clase a las que 
son li'mites de funciones conti - 
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CONFERENCIA CUARTA 


M6todo del paso al limite en la teoria 
de funciones 


La esencia del metodo infinite- 
Los dos tipos c e s j ma ^ aue h 0 y se ex tiende a to- 
paso ai limite. das lag ramas ^ )a Matematica, 

estriba en una idea sencilla: el paso al limite; 
operacion que se presenta ya en los umbrales de 
esta Ciencia, lo mismo en la Aritmetica elemental 

que en la Geometria metrica. 

Consideremos una operacion aritmetica cual- 

quiera entre ti datos a u a 2 , a 3 , , a n , y sea y n el 

resultado obtenido. Hagamos crecer el numero n 
de datos, y el resultado y n varia con n. Si esta 
sucesion de numeros y n tiene un limite y, al cre- 
cer n indefinidamente, tenemos un nuevo algorit- 
mo, llamado indefinido, que, de los infinitos datos 
a u c 2 , , a n , conduce al resultado y. 
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Hay dos tipos de paso al limite, que podemos 
caracterizar asi: paso al infinito numerable y paso 
al infinito continuo. Mejor que una definicion, 
aclarara esta idea un ejemplo. 

Dada una suma, por ejemplo: 


si llevamos estos numeros como ordenadas, sobre 
puntos del eje x equidistantes el intervalo 1 , re- 
presenta el area de un poh'gono compuesto de 4 
rectangulos de base 1 y alturas a u a 2 , a B , a±. 

Ahora podemos hacer crecer de dos modos el 
numero de sumandos: por agregacion indefinida 
de nuevos sumandos, formados segiin una ley 
cualquiera prefijada, o por interpolacion de nue- 
vas ordenadas, segun una ley arbitraria. En el 
primer caso, la ordenada en el punto de abscisa n 
(n numero natural), vendra dada por una fun- 

cion ( n ), definida para los valores n= 1 , 2, 3, 

En el segundo caso, la ordenada en el punto de 
abscisa x, estara dada por una funcion f(x) defi- 
nida para todo valor entero, fraccionario o irracio- 
nal de x, comprendido en el intervalo (0,a). El 
paso al limite, al crecer indefinidamente el numero 
de sumandos, nos da dos algoritmos fundamenta- 
ls distintos: la serie y la integral 


Yi — a l a 2 a 3 ^ 4 ) 


CO 
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Es bien sabido que el paso al 
Sistematizacion j n |j n j|- 0 numerable se puede apli- 

To ■f/arki'in rift ■< i •! — .Al. X. 1.'. ^ ^ 


nido. Efectuado en combinacion con la suma o el 
producto, resultan las series y los prodactos infi- 
nitos ; aplicado a las fracciones continuas, a los 
determ in antes, etc., obtenemos las fracciones con- 
tinuas infinitas, los determinantes infinitos, etc. 

Pero es menos sabido que este mismo paso al 
limite, en cualquiera de sus dos formas, puede apli- 
carse a todo proceso algcbraico o funcional, obte- 
niendose teorfas fundamentals de la Matematica 
clasica, y otras recientes, a las que espera brillante 
porvenir; todas ellas sin relacion aparente y que, 
sin embargo, dimanan de esta sola idea matriz. 

Asi por ejemplo, las ecuaciones diierenciales 
aparecen como limites de ecuaciones algebraicas, 
las sucesiones indefinidas de funciones, las series 
funcionales, los productos infinitos funcionales, 
las fracciones continuas funcionales , resultan de 
combinar el paso al infinito numerable con los res- 
pectivos algoritmos funcionales. Apliquemos este 
mismo paso al limite a las funciones de n varia- 
bles, y obtenemos la teoria de las funciones de in- 
finitas variables; pero si le aplicamos el paso al 
infinito continuo, nace la teoria moderna de las 
funciones de lineas. Efectuemos el primer paso al 
limite en los sistemas de ecuaciones algebraicas 
lineales, y resulta la teoria de los sistemas de in 
finitas ecuaciones lineales con infinitas incogni- 
tas; pero si hacemos el segundo paso al limite, 


do la teoria de 
funciones. 


car a todo algoritmo aritmetico, 
obteniendose un algoritmo indefi- 
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obtenemos la teorfa de las ecuaciones integrates. 
Apliquemos a unas y otras el mismo proceso, y 
nacen.las novfsimas teorias de las ecuaciones in- 
tegro-diferenciales y de las ecuaciones en deriva- 
das funcionales. 

He aqui, pues, sistematizadas estas teorias mo- 
dernas, cuya l'ntima conexion no podrla sospe- 
charse. De ellas vamos a ocuparnos en esta con- 
ference, terminando asf el capi'tulo que hemos 
titulado: Funciones de variable real. 
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SERIES DE FOURIER 


Desarrollo en se- 
rie de Fourier. 


En la conferencia anterior, al 
hablar de la evolution de los 
conceptos fundamentals, nos 
ocupabamos incidentalmente de las series de Fou- 
rier porque ellas plantearon la necesidad de am- 
pliar el restringido concepto de funcion del si- 
elo xviii. Deciamos que Dirichlet fue el primero 
en demostrar que toda funcion fix) que posee en 
un intervalo un numero finito de discontinuidades 
de primera especie y un numero finito de maximos 
y minimos, se puede desarrollar en serie trigono 
mtirica: * 


f (x) ^ao + a! cos x + bi sen x + 
a 2 cos 2x + b 2 sen 2x + 


, (A) 


y este desarrollo es unico, estando dados los coe- 
ficientes por las formulas: 


(B) 


1 C l 

a n =— I f (x)-cos nx-dx 

1 J o 

i r 2T - 

b n = — I f(x). sen nx-dx. 

n J o 


Asi, por ejemplo, dada en el intervalo (0,2it) la 
siguiente funcion discontinua: 
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y == 0 para 0 < x < it 

% 

y ~~2 >y % < x < 2 it. 


se obtiene el desarrollo: 

, , , it sen 3x sen 5x 

Ux) = ^— senx 3 g 

El valor que da la serie de Fourier en cada pun- 
to de discontinuidad, es la media aritmetica de los 
valores a que tiende la funcion a la derecha y a la 
izquierda de ese punto. Asi, en este ejemplo, re- 
sulta: 


El calculo de los coeficientes dados por las for- 
mulas (A), se hace muy sencillamente utilizando 
los aparatos llamados analizadores armdnicos. 
El mayor de todos los construidos es el de Michel- 
son, en Chicago, que da los 160 primeros coefi- 
cientes del desarrollo, y, recfprocamente, dada 
una serie trigonometrica cualquiera, da automati- 
camente la suma de sus 160 primeros terminos. 


paradoja llamada fenomeno de Gibbs; de ella da- 
remos ligera idea. 


, w =-#3#sa-4 


2 4 


Fenomeno 
de G-ibbs. 


Este monstruoso aparato de Mi- 
chelson ha prestado a la teoria un 
importante servicio, descubriendo la 
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nQue significado tiene una serie trigonometrica 
v en general, una serie funcional cuaiquiera. bl 
siguiente: para cada valor particular x — , se na 
11a la suma de la serie, es decir: lim. Sn Y este 

n -+CG' 

numero es el correspondiente al primero. En una 
palabra, se fija primero x y despues se nace cre- 
cer n\ obteniendo asi una funcion unica: y — / w- 
Procedamos ahora a la inversa, esto es, Tijemos 
primero n, y despues hagamos variar x\ obtenemos 
asi la funcion 

y = S n (x), 

cuya curva representante se aproxima a la ante- 
rior, tanto mas cuanto mayor se tome n. Dibuje- 
mos las curvas sucesivas: 

y = Si (x), y == S 2 (x), , y = S n (x), , 

y veamos la curva limite a que se aproximan. En- 
tonces no obtenemos ya puntos aislados, sino un 
trazo continuo que, ademas de contener todos los 
trazos continuos componentes de la curva y—j\x), 
une, sin solucion de continuidad, por medio de un 
segmento reclilineo, los puntos en que fix) pa^a 
bruscamente de un valor a otro. , 

Pero aqui viene el hecho inesperado. Ademas 
de obtener este trazo continuo, resultan dos pro- 
longaciones rectilineas del segmento vertical, per- 
fectamente apreciables con el aparato de Michel- 
son. Por primera vez fueron observadas por Uidds, 
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en 1899, y de este hecho sorprendente did cuenta 
en el periodico Nature. Atribuyose al principio a 
una imperfeccion del aparato; mas pronto^ se de- 



mostro rigurosamente la necesidad de la aparicion 
de estos dos trazos rectih'neos. Gibbs ha dado la 
formula general que expresa la longitud de estos. 

En nuestro ejemplo (1) , esta longitud es: 



No podemos insistir mas sobre esta famosa pa~ 
radoja. De los trabajos posteriores de que ha sido 

(1) En la figura se ha adoptado para las ordenadas uni- 
dad doble que para las abscisas. 
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objeto, solo citaremos la memoria fundamental de 
F£jer en Math ■ Ann., t. 64 (1907), a la cual re- 
mitimos a quien deseef profun dizar este estudio. 


General izaeio- 
nes de las se- 
ries de Fourier. 


El desarrollo en serie trigono- 
metrica es el tipo mas sencillo 
de desarrollos muy generales 
que comprenden todas las fun- 
ciones utiles en las Matematicas aplicadas (1) . 

El mismo Fourier emprendio el estudio de des- 
arrollos trigonometricos mas generales, a saber: 
series cuyos terminos son senos y cosenos de 

a ± x, a 2 x, , a n x, , siendo las a no precisa- 

mente los numeros 1, 2, 3, , sino raices de una 

ecuacion trascendente. A este problema le con- 
dujo el estudio del enfriamiento de una esfera, su- 
poniendo que la temperatura depende solamente 
del tiempo y de la distancia al centro. 

Cauchy continuo tales estudios, aplicando su 
fecundo Calculo de los residuos. Pero el resultado 
mas general posible a que puede llegarse en esta 
direccion, ha sido logrado por Hilbert,en nuestros 
dias, por medio de la teoria de las ecuaciones in- 
grales, demostrando que toda funcion del tipo 


|^K(s, t)f(s) ds 


(1) Recordaremos que no todas las series trigonometri- 
cas del tipo (A) son series de Fourier; puede, en efecto, 
suceder que, al desarrollar en serie de Fourier la funcion 
que define (A), resulte otra distinta de ella. Para que una 
serie trigonometrica coincida con su serie de Fourier, es 
preciso que sus coeficientes satisfagan a las condiciones (B), 
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admite un desarrollo funcional cuyos terminos son 
funciones ortogonales dos a dos. 

Recordemos que dos funciones f\x) y y(.x) se 
llaman ortogonales si cumplen la condition: 


Cf (x)tp(x)dx = 0 (1) 


Son, por tanto, funciones ortogonales los senos 
y cosenos de multiplos de x, que componen la se- 
rie de Fourier, y esta queda incluida como caso 
particular en este teorema general de Hilbert. 


Problemas aetua- 
les de la teoria. 


Ya que por la indole de es- 
tas conferencias no podamos 
entrar en la exposition de los 
trabajos recientes de Caratheodory, Fejer, etc., 
enunciemos siquiera los problemas todavia no re- 
sueltos. 

Du Bois-Reymond dio por primera vez en su 
Memoria capital (1876) ejemplos de funciones con- 
tinuas cuyas series da Fourier no convergen en 
todo el intervalo. Schwarz dio tambien ejemplos 
de esta misma anomalia. Inmediatamente se plan- 
tea, en vista de ellos, la siguiente cuestion mas 
general! ^Hay funciones continuas cuya serie de 
Fourier sea aivergente en todo el intervalo? Stek- 

(B Esta es una generalizaci6n natural, por paso al lf- 
mite, del concepto de ortogonalidad de la Qeometria ele- 
mental. (Vease, en esta misma conference, pag. 
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loff ha crei’do poder contestar afirmativamente (1) , 
pero no ha logrado dar la demostracion completa. 

Cuestion analoga a esta y , como ella, no re- 
suelta todavfa, es la siguiente: <iHay funciones 
continuas cuya serie de Fourier sea convergente 
en todo el intervalo, pero no lo sea uniformemente 
en ningun intervalo parcial? 

Es sabido que existen funciones sumables en el 
sentido de Lebesgue, pero no integrables en el 
sentido de Riemann, en el intervalo (0,2*) (2) , y 
que, sin embargo, se pueden representar por se- 
ries de Fourier convergentes. iHabra funciones de 
estas que no sean integrables, en el sentido de 
Riemann, en ningun intervalo? 

Interesantes problemas son estos, que esperan 
todavfa contestacion satisfactoria. Y no son los 
unicos. Las mismas operaciones elementales con 
series de Fourier estan muy poco estudiadas. Y 
asf ocurren preguntas como esta: De la conver- 
gence de las series de Fourier relativas a dos fun- 
ciones fix ) y © (x), ipuede deducirse la conver- 
gence de la serie de Fourier correspondiente a la 
funcion producto o cociente de ambas? (3) 


(1) Comptes retidues. Paris, 1902. 

(2) Vease la conferencia 3. a 

(3) El estado actual de la teorfa de las series de Fou- 
rier puede estudiarse en Lebesgue: Lemons sur les series 
trigonometriqaes, — Paris, 1906. — Carslaw: Fouriers se- 
ries and integrals — London, 1906. 
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SERIES DIVERGENTES 




Es un hecho bien conocido que Abel 
Eui6r. y Cauchy cr earon por primera vez, al 

comenzar el siglo xix, una teorla rigurosa de las 
series. Hasta entonces, se manejaba este algorit- 
mo sin tener idea clara de su significado. Por ejem- 
plo, Euler, para demostrar que la serie 

1-1 + 1 — 1 + 

tiene como suma-g-, procede ash 


s = i — 1 + 1-1 + =1 — (1 — 1 + 1 ) = i-s, 


de donde 2 S = 1 , o sea: S — -g-. 

Despues de la organizacion de la teoria por 
Cauchy, este razonamiento nos parece totalmente 
inadmisible. Si un alumno de Universidad diera 
hoy esta demostracion en los examenes, revelando 
el desconocimiento de las mas elementales pre- 
cauciones que exponen todos los tratados, acerca 
del manejo de series, seria suspenso sin titubear. 

Y, sin embargo, hay en esta conclusion ilegfti- 
ma de Euler un cierto fondo de verdad que impide 
desecharla sin muy profundo examen. Porque se 
da un hecho notable. La serie carece indudable- 
mente de valor numerico; pero si hubiera que 
asignarle uno, este deberia ser precisamente V 21 
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pues todo cdlculo numerico que a ell a nos conduz- 
ca, admite, en efecto, esta solution. 

For ejemplo, tenemos la igualdad : 

= 1 — x + x 2 — x 3 + , 

1 + x 

vdlida solamente para el intervalo —\<x<\. 
Demos, sin embargo, el valor x = 1, y ? en efecto, 
el primer miembro resulta ser V 2 • 

Mas adelante veremos que, por muy diversos 
caminos, llegamos siempre a este mismo valor V 2 - 
Si, por ejemplo, se aplica a esta serie el concepto 
de valor mas probable , como hacia Leibniz, re- 
sulta tambien V 2 (1) - 


„ , A1 edificar Abel y Cauchy so- 

Abei y Cauchy. ^ ^ ase rigurosa la teoria de las 

series, demostrando que solo las convergentes tie- 
nen significado numerico, parece como si ambos 
tuvieran cierto temor de excluir en absolute las 
series divergentes (2) . 

«Las series divergentes — dice Abel son, en 
» general, cosas fatales, y es vergonzoso que haya 
»quien se atreva a fundar sobre ellas demostracion 


(1) Sobre este punto consultese Borel: Lemons sur les 

series divergentes. — Paris, 1901. . , 

(2) Suelen llamarse divergentes a todas las series no 
convergentes, lo mismo si Sn crece indefinidamente, que si 
carece de limite. 
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»ninguna...; la parte mds esencial de las Matemd- 
»ticas esta sin base. Es cierto que la mayor parte 
»de los resultados son exactos; pero esto es una 
»cosa verdaderamente extrana. Yo me ocupo en 
»averiguar la razon..., problema muy interesante. » 

Los mismos escrupulos asaltan a Cauchy antes 
de eliminar las series divergentes de todo razona- 
miento matematico. He aqui un pasaje suyo: «Me 
»he visto obligado— dice — a admitir diversas pro- 
»posiciones que pareceran algo duras; por ejem- 
»plo, que una serie divergente carece de suma». 

Vemos claramente la preocupacion de los dos 
grandes matematicos. Por una parte, se veian cons- 
trenidos por la Logica a excluir las series diver- 
gentes de todo razonamiento riguroso; por otro 
lado, no acertaban a explicarse que, a pesar de la 
ilegitimidad de su empleo, los resultados con ellas 
obtenidos fuesen casi siempre exactos (1) . 

Abel murio poco despues sin poder cumplir su 
promesa. Cauchy termino la obra iniciada en aque- 
11a famosa comunicacion a la Academia, que— se- 
gun las biografias — hizo salir despavorido a La- 
place para comprobar la convergencia de las se- 
ries utilizadas en su Mecanica celeste; y las series 
divergentes fueron expulsadas del Analisis. 


(1) Antes que ambos habia sospechado D’Alembert la 
ilicitud del empleo de las series divergentes. «Todos los 
razonamientos fundados sobre series que no son conver- 
gentes, me parecen muy sospechosos, aunque los resul- 
tados esten de acuerdo con las verdades conocidas.» — 
Opusc. Math., 5, 1768; pag. 183. 
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Leyendo las obras posteriores de Cauchy, se 
nota, sin embargo, que la preocupacion del uso 
legitimo de las series divergentes le acompano 
toda su vida. Parece como si le persiguiera cons- 
tantemente, atormentando su conciencia, el espec- 
tro de la victima por el sacrificada en aras del rigor. 

Pero no llego a una explication general. Sola- 
mente para algunas series especiales, como la de 
Stirling, demuestra la legitimidad de su empleo 
para calcular valores aproximados de la funcion 
que le da origen. 

Pasando por alto los muy notables 
stieitj es y tra b a j os Laguerre, que no llegan 
Pomcare. a constitu j r un sistema, llegamos a 
Stieltjes y Poincard, los cuales crean simultanea- 
mente una teoria que comprende clases muy ge- 
nerates de series divergentes, y justifican riguio- 
samente la licitud de su empleo. Pero la teoria 
de Poincare tiene alcance mayor y ofrece mas 
amplios horizontes que la del insigne matematico 
holandes. Indicaremos a grandes rasgos la esencia 
de su teoria de las series asintoticas, dando idea 
de sus aplicaciones. 

Definida fix) en todo el campo real, suponga- 
mos que sea lim fix) = c 0 . Este valor c 0 puede 

x — > 00 _ J 

considerarse como una primera aproximacion ae 
la funcion, y el error es tanto menor cuanto mas 
grande se toma x. Fuesto que f(x) c 0 tiende a 0 
al crecer x indefinidamente, puede suceder que 
x{f (x) — c 0 ) tenga limite finito c x \ es decir: 

ill 
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o sea: 


Iftn x 

X— *00 


(f(x)-c — ^-) 


0 ; 


luego c 0 -f -^Epuede entonces considerarse como 

una segunda aproximacion, puesto que no solo 
tiende a cero su diferencia con / (x), sino que es 
un infinitamente pequeno de segundo orden por lo 
menos. 

Asi siguiendo, obtenemos un desarrollo: 


r _i Oi_ _i 9 l_ i _j_ Cn 

C ° + X + X 2 + + X n 


(A) 


tal que 


Inn x n (f (x) — c 0 — — -% 

x— *00 \ A A 


— —Wo. 

x n ) 


Poincare dice entonces que la serie (A) repre- 
senta asintoticamente la funcion fix). 

La interpretacion geometrica de esto es muy in- 
teresante y util. Dibujada la curva que representa 
la funcion y = fix), la recta y = c 0 es una prime- 
ra aproximacion de ella, puesto que es su asmtota. 

La hiperbola y = c 0 H — - es una aproximacion 
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mejor, puesto que tiene ya un contacto de segun- 
do orden en el infinito; en general, la curva 

I Ci , I 

y =c °+ir + + x n 


tiene un contacto de orden n -\- 1 con la curva 
dada. Se comprende, pues, que tomando n sufi- 
cientemente grande, de la suma S n (x) un valor muy 
aproximado de f{x), sobre todo para valores gran- 
d.6s de x . 

Poincare ha estudiado muy profundamente el 
calculo con series asintoticas. De sus investiga- 
ciones resulta que se pueden sumar, restar y mul- 
tiplicar dos series asintoticas, obteniendose una 
serie que representa asintoticamente a la bin cion 
suma, diferencia o producto; se pueden dividir si 
para la serie que figura como denominator es 
Co + 0; finalmente, es legitima la integracion de 
toda serie asintotica; pero no sucede lo propio con 

la diferenciacion. . 

Ya que no podamos entrar en las preciosas apli- 
caciones logradas por Poincare (Acta Math., t. 8) 
para la integracion de las ecuaciones diferenciales, 
indiquemos siquiera otras aplicaciones de indole 
mds elemental, especialmente las relativas al calcu- 
lo numerico de las funciones (1) . 


Cl') Para el calculo numerico con series conoergentes, 
estudiese el interesante libro de Runge: Theorie and Praxis 
der Reihen. 2. a ed. (En prensa.) 
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Aplicacion al 
calculo de 
funciones. 


La serie (A), obtenida por el pro- 
ceso de Stieltjes-Foincare, suele ser 
divergente. Asi acontece, por ejem- 


plo, con la funcion logaritmo inte- 
gral: li (e x ) <o, la cual da origen a la serie 


que es divergente para todo valor de x; y, sin 
embargo— aqui viene el hecho sorprendente— , da 
mejor aproximacion que la serie convergente en 
que se desarrolla li (e x ). 

He aqui la explication de la paradoja. Si llama- 
mos S n (x) a la suma de los n primeros terminos y 
R* ( x ) a la diferencia: 


esta funcion complementaria R n {x) comienza sien- 
do positiva; pero al crecer n, pasa a negativa y 
su valor absoluto crece indefinidamente con n, 
puesto que el minuendo f (x) tiende al valor finito 
c 0 , mientras S n (x ) crece ilimitadamente. Por tanto, 
habra un valor de n, el mas cercano al cambio de 
signo, en que R« (x) alcanzara su valor minimo. 
Obtenemos asf la suma S n (^r) mas proxima a / (x), 

(1) Se llama asi a la funcion definida de este modo: 



R n (x) = f (x) — S n (x), 
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Recordemos, asimismo, la famosa serie de 
Stirling: 

logr(x+ l) = loglA^ — x + (x+-b)logx+ 

I E>! 1 


1-2 x 


B 3 J_ , 
3-4 x s ^ ■" 


(en la que Bi, B 3 , ••• son los numeros de Bernoulli), 
serie divergente para todo valor de x (1) , que da, 
sin embargo, la mejor aproximacion posible de 
r(«+ l) = /il, y que al crecer n, conduce a la 
conocida y utiltsima formula de Stirling: 


n! 


V^2iin n n e 


Cesaro. 


Interesantisima es la teorfa iniciada 
por Cesaro, quien se plantea la cues- 
tion siguiente: Puesto que el producto de dos se- 
ries convergentes es, a veces, una serie divergen- 
te, ^no sera posible generalizar el concepto de 
suma, de tal modo que, aplicado a las series con- 
vergentes, resulte el mismo mimero de la defini- 
tion ordinaria, y que aplicado a la serie diver- 


(1) Recientemente ha dado Hadamard (Cong, de Cam- 
bridge, 1913, t. 1, pag. 303) una expresion complementary 
de cada termino, que hace convergente a la serie. 
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gente, producto de dos convergentes, resulte el 
mismo producto de ambas? 

Dada una serie divergente 

a i + a„ -f •••, 

llamemos s 1 ,s 2 ,s 3 , ••• a las sumas de los 1, 2, 3, 
primeros terminos, respectivamente, y formemos 


Si esta expresion tiene un Ifmite S, lo llamare- 
mos suma de la serie divergente. En virtud de un 
conocido teorema, si la serie es convergente, este 
limite existe y coincide con el valor de la serie; 
luego esta nueva definicion de suma es una gene- 
ralizacion legitima. 

Cesaro llama series simplemente indetermina- 
das a las divergentes que admiten esta suma asi 
definida; y demuestra que toda serie resultado de 
multiplicar dos convergentes, si no es convergen- 
te, es simplemente indeterminada, siendo su suma 
el producto de las sumas de aquellas. He aquf 
cbmo una propiedad de valor exclusivamente ne- 
gativo, la no convergencia de la serie producto, 
se transforma en una de importancia teorica y 
practica. 

Despues de estas, considera Cesaro las series 
doblemente, triplemente... indeterminadas; pero 


S 1 S 2 H~ s S • • • -f~ Sn 

n 
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ni esta generalizacion, ni la teoria de las senes 
sumables de Borel, ni las interesantes mvestigacio- 
nes de Mittag-Leffler relativas a las series diver- 
gentes complejas, podemos exponer; ni msistire- 
mos tampoco en las relaciones de esta teoria con 
la de ecuaciones diferenciales, con la prolongation 
analltica, etc. Basten estas indicaciones para des- 
pertar interes sobre esta rama apenas conocida ae 
la teoria moderna de series (1) . 


(1) Borel, loc. cit. 


117 


FUNDACION 

JUANELO 

TURRIANO 



FUNCIONES DE INFINITAS VARIABLES 


Se estudian matematicamente los fendmenos na- 
turales, abstrayendo multitud de causas y limitan- 
donos a considerar las predominates. Pero, en 
realidad, no son estos fenomenos, como pudiera 
creerse, funciones de una o dos variables, sino de 
un numero muy considerable de ellas, y con fre- 
cuencia de infinitas variables independientes o de- 
pendientes. La teorfa matematica de los fendme- 
nos ffsicos, quimicos, etc., constituia solamente 
una primera aproximacion, y por esto, los resul- 
tados teoricos soh'an diferir considerablemente de 
los experimentales. 

Dado el primer paso— que siempre es el mas 
diffcil — y animada por los brillantes exitos conse- 
guidos, la Matematica, que a pesar de la autono- 
mfa lograda en el siglo xix emancipandose de las 
Ciencias naturales, no desdena el contacto con 
estas, antes bien, de sus aplicaciones se preocupa, 
y en ellas inspira con frecuencia sus generaliza- 
ciones, aspira a lograr mas grande exactitud y a 
extender su campo de influencia, intentando ser- 
vir a todas las Ciencias en que interviene la can- 
tidad. 

Proposito tan ambicioso exige una ampliacion 
de sus recursos, abordando resueltamente el estu- 
tudio de las funciones de infinitas variables; y 
esta generalizacion puede hacerse en dos direccio- 
nes, segun se considere un conjunto numerable 
de variables, o un conjunto continuo. 
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Funciones 
de llneas. 


iQue es una funcion?, declamos 
en la conferencia anterior. Es un nu- 
mero variable que depende de otro 
ntimero variable. For ejemplo, el area de un circulo 
depende exclusivamente del radio; fijado este, te- 
nemos inmediatamente aquella. Pero iy el area de 
un recinto cualquiera? Tambien esta depende del 
contorno; mas no de su longitud, no del perimetro, 
sino de la forma total de esta curva; demos el con- 
torno completo, y tenemos el area. 

Ahora bien, dar una curva es dar todos sus 
puntos, cada uno de los cuales puede venir deter- 
minado por un par de numeros (sus coordenadas); 
luego el areabuscada depende de estos infinitos 
numeros, es una funcion de infinitas variables. 
De otro modo: la curva puede venir dada por su 
ecuacion ( x , y) — 0, o bien y = f{x)\ pero esta 
equivale a infinitos datos; pues dar una funcion 
f(x) arbitraria, es dar los infinitos valores de y 
correspondientes a los infinitos valores de x de un 
cierto intervalo. 

En oposicion al concepto «funcion de una o va- 
rias variables», o sea funcion de puntos, llegamos 
al concepto funcion de tinea, esto es, numero 
variable que depende, no de un numero ni de va- 
rios numeros, sino de un Continuo de numeros, 
esto es, de toda una funcion. Y no se confunda 
esto con la elementalisima nocion clasica funcion 
de funcion , que nada de comun tiene con esta. 

Un ejemplo fisico: Dado un disco metalico, para 
hallar la temperatura estacionaria en un punto in- 
terior, basta conocer la temperatura en el contor- 
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no; mas no en uno ni en varios pantos, sino en 
todo el contorno. He aqui, pues, un numero que 
depende de los valores de una funcion en todo un 
continuo de puntos, esto es, otra funcion de linea. 
Una funcion de linea en el intervalo ( a , b ) se 

designa asi: F | [?^(x)] |, y, en general, una fun- 
cion de n lineas: 


idea directriz que ha permitido a Volterra organi- 
zar esta teorfa, desde sus primeros trabajos en 
1887, hasta su tratado reciente (1) . 

Deformemos la curva o funcion que hace de va- 
riable independiente, y obtenemos un incremento 
de la funcion de linea. Dividido este por el de 
aquella (hallado por medio del Calculo de varia- 
ciones), obtenemos un cociente cuyo limite es una 
general izaci on de la derivada ordinaria. 

Fijemonos en otra cuestion capital del Analisis: 
el desarrollo en formula de Taylor. Cuando se 
trata de varias variables independientes apare- 

(1) Volterra: Lego ns sur les fonctions de lignes . — 
Paris, 1913. 




Ampliacion 
del Analisis. 


Todo el Analisis ordinario puede 
generalizarse haciendolo aplicable a 
las funciones de lineas; esta es la 


120 



FUNDACION 

JUANFLO 

IURRIANO 


cen como coeficientes sumas simples, dobles, 
triples..., compuestas por las derivadas parciales. 
Aqui aparecen integrales simples y multiples, en 
las que entran las derivadas de la funcion de 
linea . 

Recordemos que la teoria de las formas alge- 
braicas se reduce, en esencia, al estudio de los 
t6rminos que aparecen como coeficientes de la 
formula de Taylor (los cuales reciben nombres di- 
versos, segun el modo deobtencion: formas pola- 
res, emanantes, etc.). El problema analogo serd 
aqui el estudio de estas integrales multiples y de 
sus combinaciones diversas. Nueva Algebra de 
campo inmenso, 'todavia no roturado. 

No podemos enumerar aqui, como en otras teo- 
rias modernas, los problemas actuales todavia no 
resueltos. En este Hiperanalisis todo esta por 
hacer, y los problemas surgen por doquiera a cen- 
tenares. Fijaos en cualquier cuestion de Alge- 
bra o Analisis ordinario, y plantead la cuestion 
andloga en este nuevo Andlisis; ya teneis un pro- 
blema. 

Mas todavia. Pensad en que el numero de 
funciones de que depende una funcion de lineas 
puede hacerse infinito, y esto de dos modos: 
numerable o continuo; tened, ademas, en cuen- 
ta, que estas funciones independientes pueden 
serlo de varias variables, y aun de infinitas; esto 
es, funciones de una sucesion numerable de va- 
riables, o funciones de lineas; considerad, por 
ultimo, que este proceso generalizador puede pro- 
seguirse indefinidamente, y habreis apenas vis- 
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lumbrado la extension de esta Hipermatematica, 
cuyos confines no podemos siquiera adivinar. 
Edificio gigante, cuya construction parece hoy 
imposible, en el cual quedarja incluido todo el 
Analisis actual como primer piso de una serie in- 
determinable. 
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SISTEMAS DE INFINITAS ECUACIONES LINEALES 


Los precursores, 


, Partiendo de ios sistemas de 
ecuaciones lineales, y aplicando- 


les el proceso del paso al lfmite en sus dos formas, 
obtenemos dos disciplinas que han llegado a co- 
sechar ya resultados importantes: la Teoria delos 
sistemas de tnfinitas ecuaciones lineales y la 
Teoria de las ecuaciones integrales. 

Pasemos de las n ecuaciones con n incognitas, 
a la sucesion indefinida numerable de incognitas y 
de ecuaciones; los polinomios se convierten en 
series, y obtenemos el sistema siguiente: 

o = Ul 1 Xi -f- ai 2 X 2 -)- -)- 31 n Xn -|- 

0 = a21 Xl + a22 X2 + -|- 32 n X n + 


0 = a n 1 XI -f‘ 3n2 X2 ~p + a„ n Xn + 


iExiste un conjunto de valores de x u x 2 , x s , , 

x n , que satisfagdn al sistema? La "contesta- 

tion dista mucho de ser inmediata. 

Este problema no se ha planteado caprichosa- 
mente. Se presenta de modo natural al aplicar el 
metodo clasico de los coeficientes indeterminados 
a la integracion de ecuaciones diferenciales. Lla- 

mando x lt x 2 , x„ a los coeficientes desco- 

nocidos del desarrollo en serie de la funcion bus- 
cada, e imponiendo a esta la condicion de que 
satisfaga a la ecuacion diferencial, al identificar 


123 



FUNDACION 

JUANELO 

IURRIANO 



ambos miembros obtenemos un sistema de infim- 
tas ecuaciones con infinitas incognitas. 

Ciertamente, los sistemas que solian presentar- 
se al aplicar este metodo, eran muy sencillos, pues 
las incognitas aparecian sucesivamente, y no to- 
das en cada ecuacion. Como siempre sucede, la 
resolucion de estos sistemas particulares es muy 
anterior a la creation de la teoria general, la cual 
tiene en ellos sus precursores. 

La resolucion exacta e ingeniosa dada por Cou- 
rier a un sistema que se le presenta en su Teona 
del calor, aplicando un metodo general de gran 
trascendencia, que puede llamarse el principio de 
las reducidas; el metodo seguido por Fursteneau 
para calcular la raiz minima de una ecuacion alge- 
braica, que transforma en un sistema de infinitas 
ecuaciones lineales; los sistemas especiales re- 
sueltos por Kotteritzsch, y recientemente vueltos 
a estudiar con todo rigor por v. Koch W; el des- 
arrollo de algunas funciones elipticas en serie de 
Fourier por medio de los coeficientes indetermina- 
dos, hecho por AppeH, son los principales trabajos 
precursores de la teoria. 

Trabajos imperfectos todos, sometidos por Poin- 
care a justa critica, de la cual surge imperiosa la 
necesidad de organizar estas ideas dispersas, cons- 
tituyendolas en sistema que satisfaga a todas las 
exigencias del rigor. 

(1) V. Koch: On regular and irregular solutions of 
some infinite systems of linear equations.— Cong, de Cam- 
bridge, 1913; t. 1; p. 352. 
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Poincare 


La teoria de los sistemas generates 
de ecuaciones de primer grado con in- 
y i ssr ^j n ^ as incognitas, ha nacido en 1906, 
y su verdadero creador es Hilbert (1) ; pero nada o 
muy poco habria podido avanzar de no haber dis- 
puesto de un recurso poderoso que otro hombre 
genial habfa preparado afios antes. Nos referimos 
a Poincare y a la teoria de los determinantes in- 
finites. Esta teoria se ha popularizado en estos 
ultimos anos con motivo del rapido exito de las 
ecuaciones integrates. 

Consideremos un cuadro o matriz de infinitas 
filas e infinitas columnas, y formemos los determi- 
nantes principales de ordenes 2, 3, 4, , /z, 

Si estos numeros tienen un h'mite A, este se llama 
valor del determinante infinito, y escribiremos: 


an ai2 am 

a21 a22 32 n 

3n 1 3 n 2 3 n n 


La resolution general de los sistemas de infini- 
tas ecuaciones por medio de determinantes infini- 


(1) Veanse sus memorias fundamentales sobre las ecua- 
ciones integrales, reimpresas en un volutnen (Leipzig, 1912), 
as! como su resefia: Wesen and Ziele einer Analysis der 
unendlichoielen unabhdngigen Variabeln. Rend. Palermo, 
1909; t. 27; pdg. 59. 
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tos, ha sido lograda por Hilbert mediante la orto- 
gonalizacion previa del sistema. Recordemos que 
en Geometria anah'tica la condicion de perpendi- 
cularidad de dos vectores ( u , v, tv) y («', v\ w), es: 
uii + vv -j- ww — 0. Pues bien: si interpretamos 
el sistema en un espacio de infinitas dimensiones, 
el con junto de coeficientes de cada ecuacion re- 
presenta un vector que tiene estos por compo- 
nentes, y la resolucion del sistema se reduce a 
este problema geometrico: hallar los vectores que 
son ortogonales al sistema de los infinitos vecto- 
res dados. Este es el metodo seguido por Schmidt, 
discipulo de Hilbert, y cofundador de la teorfa. 

Pero el tiempo apremia y no podemos detener- 
nos mas en ella, ni entrar siquiera en la teorfa de 
las sustituciones lineales de infinitas variables, ni 
en las de las formas cuadraticas, de infinitas va- 
riables, etc. En general: todo capitulo del Algebra 
lineal o cuadratica da origen a una rama de este 
frondoso arbol (1) . 


(1) Los resultados mas importantes obtenidos pueden 
versa en la Memoria: V. Koch: Sur les systemes d’une in- 
finite d’ equations lineaires a une infinite d'inconnues. Cong, 
de Stockholm, 1909, pag. 43; o en el tratado mas reciente 
de Riesz: Les systemes d' equations lineaires a une infi- 
nite a’inconnues. — Paris, 1913. 
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ECUACIONES INTEGRATES 


Volvamos al sistema de n ecuaciones 
Paso al lineales con n incognitas, y para abreviar 
1 mute. represen temos sus terminos por un cua- 
dro de puntos. En cada uno suponemos colocado 
un coeficiente dij ; los de cada columna estan mul- 
tiplicados por una misma incognita x x o x 2 , • • • o x n ; 
a cada fila corresponde un termino indepen- 

diente k. , 

Hagamos crecer indefinidamente el numero ae 
ecuaciones y el de incognitas, pero efectuemos el 
paso al infinito continuo y no al infinito nutnera.- 
ble como antes. Consideramos, pues, en vez de 
los puntos de la red, todos los del cuadrado, y a 
cada uno le asignamos un numero; es decir, 


t 


s 

damos una funcion K (s, t) j|e las coordenadas, 
definida en los intervalos: a< s <b, a< t < b. 

Esta funcion sustituye, pues, al conjunto de infini- 
tes coeficientes en infinitas ecuaciones. 
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En vez de dar como antes una sucesion nume- 
rable de incognitas x u x 2 , x 8 , , daremos una 

sucesion continua, es decir, a cada punto del lado 
horizontal asignaremos un numero desconocido, o 
sea una funcion incognita: f(s). Cada termino anxj 
viene, asf, sustitufdo por el producto K (s,t) f(s), 
y la suma que compone el primer miembro de la 
ecuacion sera: 


En vez de dar, como antes, la sucesion discreta 

kuh, k n , de terminos conocidos, fijare- 

mos uno en cada punto del lado vertical, o lo que 
es lo mismo, daremos una funcion <p (t). Tenemos, 
en definitiva, como lfrnite del sistema lineal, la 
ecuacion tinica siguiente: 


Esta es la ecuacion integral lineal de primera 
especie. K(s,0 es una funcion conocida llamada 
nucleo; <p (t) es otra funcion conocida, y f(s) es la 
funcion incognita. 

Analogamente se llega a la ecuacion de segun- 
da especie: 


fl K (s, t) f (s) ds + f (t) = <p (t), (A) 


donde la funcion incognita figura tambien fuera 
del signo integral. 


/ a b K(s,t)f(s)ds. 
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Estas son las dos ecuaciones de Fredholm. Si 
suponemos variables los limites de integration, 
obtenemos las ecuaciones integrates de Volterra: 

1 , a especie: J ^ K (s, t) f (s) ds = <p (t) 

2. a » [ s K (s,t) f (s) ds + f (t) = ?(t). 

./ a 


Resenaremos muy rapidamente los 
Teorfa de resu |^ a( j os fundamentales de Fredholm, 
Fredholm. e| cua ] $e ocupa casj exclusivamente 

de la ecuacion de segunda especie (A), que es la 
mds interesante. Asi como en los sistemas de ecua- 
ciones lineales se facilita el estudio considerando 
al mismo tiempo el sistema homogeneo, obtenido 
igualando a 0 los terminos independientes^ hace 
Fredholm el estudio comparative de la ecuacion (A) 
y de esta otra homogenea, tambien de segunda 
especie: 

j^K(s,t)f(s)ds + f(t) = 0. (A') 

Las conclusiones son muy andlogas a las del 
Algebra de los sistemas lineales: 

l. a O tiene (A) solucion, cualquiera que sea 
cp (t), o admite (A ) al menos una solucion no iden- 

ticamente nula. . . . , 

2 a La ecuacidn homogenea (A') tiene, a lo 
sumo, un numero infinite de soluciones linealmente 
independientes, y de ellas se deducen todas las 
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demas, combinandolas linealmente en la forma 
¥ — \ '•? l 4" X 2 ?2 “I - 4* X m 'Pm • 

3. a Si la ecuacion (A) admite solucion, cual- 
quiera que sea cp(Y), esta solucion es tinica. 

4. a En caso contrario, la condition para que 
(A) tenga solucion es del tipo 


y se obtienen todas las soluciones sumando las 
de (A') a una cualquiera de (A). ■ 

Fredholm sigue metodo analogo al del Algebra, 
utilizando determinantes funcionales cuyos elemen- 
tos son los valores del nucleo; algoritmo que re- 
sulta de los determinantes ordinarios, aplicando el 
paso al limite en su segunda forma, asi como an- 
tes lo aplicabamos en la primera. 


_ , Hilbert y su discipulo Schmidt han 

eoria c e es ^ U( jj a( j 05 so b re todo, el caso del nd- 

1 61 ’ cleo simetrico K (s, t) = K (/, s), que 

es el mas importante para la teoria de los desarro- 
llos en serie y para los problemas de contorno. 
Procediendo por analogfa, de igual modo que se 
hace en Analitica al tratar el problema de los tres 
ejes, introducen sistematicamente un parametro X, 
escribiendo el ndcleo en la forma K(s, t)=\ k(s, t), 
y el estudio de los valores de X que hacen resolu- 


fl <P (0 <I> (t) dt = 0. 
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ble la ecuacion (A') (Eigenwerte) y las soluciones 
correspondientes A (s), A (s) ••••• (Eigenfunktio- 
nen), constituyen el fundamento de su metodo. 

No podemos detenernos mas en este punto; re- 
mitiremos al lector a la bibliograffa donde rapida- 
mente puede orientarse (1) , y terminaremos citan- 
do siquiera las mas importantes aplicaciones de la 
nueva teorfa. 


La resolution del famoso pro- 
Apiicaeiones de blema de Dirichlet, fundamental 
las ecuaeiones en teorfa de j po t e ndal logarit- 
integraies. mic0; esto es> i a integracion de 
la ecuacion de Laplace A u = o, cuestion central 
en la Fi'sica matematica y en la Teorfa de funcio- 
nes analfticas, que ha preocupado largo tiempo a 
los analistas (2) , hasta que Schwarz y Neumann 
dieron al fin la primera solucion rigurosa; la reso- 


Cl) Citaremos solamente tratados y no memorias, la bi- 
bliografia completa puede verse en el libro de Lalesco o 
en Hahn: Bericht iiber die Theorie der tmearen Integral- 

° l wlcui-\t^A n introduction to theory of integral equations. 

C Kneser f ofe^ntegratgleichungen und ihre Anwendang 
in der Mathematischen Physik— Leipzig, 1911. 

Hilbert: Qrundziige einer allgemeinen Theorie der it- 
nearen Integralgleichungen.— Leipzig, 19 IS- 
Lalesco: Sur les equation integrates. Paris, 1912. 
Volterra: Leqons sur les equations integrates et les 
equations integro-differentielles.—V aris, 1913. 

(2) Sobre este punto puede estudiarse: Adhemar — 
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lucion dada por Hilbert del tambien famoso pro- 
blema de Riemann en la teorfa de ecuaciones di- 
ferenciales con coeficientes complejos variables; 
la aplicacion bellfsima de la teorfa de Hilbert a los 
problemas de la cuerda y de la membrana vibran- 
tes; los estudios de Volterra sobre la oscilacion de 
los lfquidos (1) ; el desarrollo de las funciones en 
serie de funciones ortogonales, resultado impor- 
tantfsimo de Hilbert que comprende, como casos 
particulares, el de Fourier y todos los posteriores; 
la obtencion lograda por Hilbert de los resultados 
mas importantes que constituyen la teorfa de las 
dreas y volumenes de figuras curvas, creada por 
Minkowski, son ejemplos bastantes para probar la 
eficacia de este nuevo algoritmo, ya incorporado 
definitivamente a la Matematica. 

Terminada ya la primera fase de su desarrollo, 
epoca de febril creacion y de descubrimientos sor- 
prendentes, la teorfa de las ecuaciones integrales 
ha entrado en la fase de su normal y progresivo 
desenvol vimiento . 

Los espfritus ingenuos que, deslumbrados por 
los primeros dxitos brillantes, llegaron a creer que 
la nueva disciplina habfa de hacer innecesarias las 
ecuaciones diferenciales y la representation con- 


L' Equation de Fredholm et les problemes de Dirichlet et 
Neumann. —Paris, 1909. 

(1) Para las aplicaciones a la Ffsica matemdtica v£ase: 
Heywood-Frechet, L’ equation de Fredholm et ses appli- 
cations a la Physique mathematique . — Paris, 1912. — Korn, 
Oberfreie und erzwungene Schwingungen.— Leipzig, 1910. 
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forme han podido convencerse ya de que la Ma- 
tematica es P demasiado extensa y sus P roblei ™^ 
demasiado completes y diversos, para i que to 
ella quede encerrada en un marco, por amplio que 
este^ea; y con la creacion de las nuevas teorias 
de las ecuaciones integro-diferenciales y en deriva- 
das funcionales, de que luego trataremos, se com- 
praeba una vez mfe, que en la Matema ,ca la sene 
de generalizaciones sucesivas nunca tendrd tin . 

Durante todo el siglo xix han sido 
Mecanica y j ag ecuaciones diferenciales el umco 
Fisica ii©r0- j*0Qurso de que disponia la Pisica rna 
ditarias. tem&tica. Se admitia como verdad in- 
roncusa que cada accion solo se manifiesta en el 
“omentoen que obra; y que acdo*s .fuates 
obrando sobre el mismo cuerpo, producen etectos 
iguales. Admitido esto, las ecuac.ones diferencm^ 
ijL oue solo ligan el momento actual del sistema 
con Fos infinitamente proximos seadaptaban per- 
fectamente al planteo y resolucion de los p 

bl ^Pero es asi como acontecen los fendmenos fist- 
cos'? Si aspiramos a exactitud mayor que la de 
una primera aproximacibn, no puede esto admi 

rn El nrofesor Runge, de Gdtingen, se ha ocupado de 
resante memoria en Math . Ann •, t. 75, • 
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firse. Tomemos una varilla metdlica sujeta por un 
extremo, y carguemos pesos diversos, cada vez 
mayores, en el otro, anotando la desviacion en 
cada caso. Si despues vamos disminuyendo las 
cargas, recorriendo inversamente la misma escala 
de pesos, observamos que las nuevas desviaciones 
son distintas de las anteriores. dQue interpreta- 
cion cabe dar a este hecho? Solo una, a saber: que 
la deformacion de una varilla no depende solo del 
peso que actua sobre ella, sino tambien de los pe- 
sos que anteriormente han obrado. Es decir: el sis- 
tema molecular conserva la menioria del pasado. 

Picard ha dividido la Mecanica en dos partes: 
Mecanica no hereditaria y Mecanica heredita- 
ria q clasificacion analoga se ha iniciado en la 
Ffsica matematica. La Mecanica y la Ffsica cldsi- 
cas parti an del principio de que toda accion solo 
se manifiesta en el momento en que obra; quedan, 
pues, incluidas, a modo de capftulo preliminar, 
en esta Ffsica y Mecanica hereditarias, en las que 
se tiene en cuenta la accion hereditaria de toda 
causa; estudio preliminar que puede considerarse 
como una primera aproximacion, en la que esta 
accion hereditaria se deprecia. 

No podemos entrar a discutir el valor cientifico 
que esta clasificacion tenga, ni siquiera citaremos 
las objeciones 1 (2) de que ha sido objeto esta concep- 

(1) La Mecanique clasique et ses approximations suc- 
cessives.— Riv. di Scienza, t. I; 1907. 

(2) Vease, por ejemplo, Painleve: Les Methodes dans 
les sciences.— Ser. I.— Paris, 1911. 
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cion de las acciones hereditarias. Solo os dire que, 
admitida esta, las ecuaciones integrates constitu- 
yen un recurso analftico mucho mas eficaz para su 
estudio que las ecuaciones diferenciales, pues en 
ellas no queda relacionado solamente cada mo- 
menta con los infinitamente proximos, sino que 
ligan todos los estados del sistema en el intervalo 
considerado. 


Pero este algoritmo de las ecua- 
Eeuacion.es mte- c j ones integrates se hace pronto 
gro-clifereneiales. insufjciente; y de ]a necesidad de 

poder abordar matematicamente tales problemas, 
ha surgido una generalizacion mas amplia: la teoria 
de las ecuaciones integro- diferenciales, que ligan 
las funciones desconocidas con sus integrates y 
sus derivadas (1) . 

La preciosa aplicacion hecha por Volterra a los 
problemas de elasticidad y, en especial, al de la 
esfera elastica isotropa; el calculo de los coeficien- 
tes de herencia en la torsion de un hilo; el estudio 
de la viscosidad hecho por Voigt; la aplicacion al 
estudio de las vibraciones transversales de una 
barra el&stica, llegandose a resultados compro- 
bados experimentalmente por Webster y Porter; 
finalmente, multitud de conclusiones de caracter 
practico, que pudieran tener trascendencia indus- 

(1) Veanse los tratados de Volterra, ya citados, y ade- 
mas* Levy: Sur les Equations integro- differentielles . Pa- 
ris, 1911. 
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trial, como, por ejemplo, la determination de la 
materia que disipa menor cantidad de energia aciis- 
tica, y la medida de la memoria de las substan- 
cias, son exitos mas que suficientes para concluir 
que la teoria de las ecuaciones integro-diferencia- 
les constituye por hoy el instrumento analftico mds 
adecuado de que disponen la Mecanica y la Fisica 
hereditarias (1) . 


(1) La teoria hasta hoy construida de las ecuaciones in- 
tegro-diferenciales, puede estudiarse en los tratados de Vol- 
terra antes citados. — Vease, adetnas: Picard, La Mathe- 
matique dans ses rapports avec la Physique. — Cong, de 
Roma, 1909; t. I, pdgina 183. 




i .v‘ ' ,V' ' ' ' ' ' , ' 
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CONFERENCIA QUINTA 


Ftmciones de variable compleja 


Es tan amplio el tema de esta conference, 
son tan nunierosos y tan importantes los resulta- 
dos obtenidos en esta teoria, predilecta de los 
matematicos durante todo el siglo xix, que solo 
de las lineas generales de su desarrollo habremos 
de ocuparnos en tan breve espacio, y solamente de 
aquellos problemas fundamentals de la teoria, que 
lo son tambien en el conjunto de la Matematica. 


que no es solamente hija de la tendencm generali- 
zadora, que preside siempre la Matematica, sino. 
que ha sido creada por una urgente ansia de siste- 


]Si ecesidacl de 
esta teoria 


Pero, antes de entrar en su exposi- 
tion, es preciso justificar ante mis 
oyentes la necesidad de esia teoria, 
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matizacion en esta ciencia, y por exigencias de las 
disciplinas afines. 

La teorfa de lo imaginario ha nacido, sobre todo, 
para simplificar la Matematica del mundo real. Po- 
cos ejemplos son necesarios para convencerse de 
esta afirmacion. 

Ya en la Aritmetica, al tratar de la extraccion de 
raices, desaparece toda la simetrfa, que en las an- 
teriores operaciones daba a esta ciencia su sencilla 
y armonica belleza. Los numeros negativos dejan 
de tener raices de indice par, y, en cambio, tienen 
dos los positivos. Apelamos entonces a los nume- 
ros imaginarios, y quedan recuperadas la sencillez 
y armonia perdidas. . „ 

El desarrollo del Algebra es imperfecto y asime- 
trico hasta que se llega al teorema fundamental; 
desde entonces, admitidas raices reales e imagina- 
rias indistintamente, se hace innecesaria toda res- 
triccion, y las proposiciones algebraicas adquieren 
generalidad amplisima. 

Pasemos a la teoria de funciones de variable 
real, y fijemonos, por ejemplo, en la funcion sen- 
cillisima siguiente: 


la cual estd definida para todo valor real de x, sea 
positivo o negativo. Ningun valor particular de la 
variable desempena papel especial. La grafica re- 
presentante en el piano cartesiano es una curva 
perfectamente regular, que se extiende simetrica- 


f w = r+r 
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mente a uno y otro I ado del eje y, desde 
— oo a + oo . Desarrollemosla en serie por divi- 
sion, y obtenemos: 


serie convergente en el intervalo — 1 < x <C 1 • 
Solo en este restringido campo tiene significado el 
segundo miembro, y solo en el coincide con el pri- 
mero. , 

iDe donde procede esta limitacion? <*C6mo el 
campo de convergencia se reduce a un segmen- 
to, al parecer arbitrario, sin que los extremos 
-(- 1 y — 1, que lo limitan, tengan relacion espe- 
cial ninguna con la funcion? 

Demos ahora a x valores complejos, y conside- 
remos la funcion 


donde z representa un numero cualquiera real o 
imaginario, es decir, un punto cualquiera del piano 
de Gauss. La funcion deja de ser regular en todo 
el campo; ahora aparece n do s puntos singulares: 
z — V — 1 y z = — V — 1 , que hacen infinita a 
la funcion; puntos situados sobre el eje en que se 
miden los numeros imaginarios a uno y otro lado 
del origen, y a distancia 1. 

Ahora bien: el campo de convergencia de una 
serie de potencias es siempre un circulo que llega 
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hasta el panto singular mas proximo al origen; lue- 
go, en este caso, el circulo de convergencia de la 
serie 


el cual limita el maximo circulo en que la funcion 
es regular, debe tener precisamente el radio 1 , y 
este circulo determina sobre el eje real x el inter- 
val — 1 <x< 1. 

He aqui explicada la aparicion misteriosa de este 
segmento, que, si no tiene relacion ninguna espe- 
cial con la funcion (A), si la tiene, y muy intirna, 
con la funcion (B), en que aquella esta incluida. Es 
que las singularidades de la funcion compleja (B), 
aunque esten situadas fuera del eje real, repercu- 
ten sobre este eje real. Y vease en este sencillo 
ejemplo como es precisa la ampliation al campo 
complejo de las variables reales para hacer un es- 
tudio completo de las propiedades de esta, que de 
otro modo serein inexplicables (1) . • 


(1) Siendo la teoria moderna de las funciones de variable 
compleja una de las que mas urgentemente demandan su 
introduccion en Espana, salve el lector estudioso tan grave 
deficiencia, emprendiendo por su cuenta este aprendizaje: 
Vivanti: Teoria delle funzioni analitiche.— Milano, 1901 
(Teoria elemental de Weierstrass).— Burkhardt: Einfiih- 
rutig in die Theorie der analytischen Funktionen einer com- 
plexen Veranderlichen. -4. a ed. Leipzig, 1912 (Teoria ele- 
mental de Riemann).— Bianchi: Lezioni sulla Teoria delle 
funzioni di variabili complessa e delle funzioni ellitische — 
2. a ed. Pisa, 1916(Metodo de Cauchy-Riemann).— Osgood: 
Lehrbuch der Funktionentheorie. — 2. a ed., t. l.° — Leipzig, 
1912 (Tratado completo que contiene los resultados funda- 
mentales de los tres mdtodos). 


1 — z 2 + z 4 — z 6 +... 
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MliTODO DE CAUCHY 


Dafinieion. 


El fundador de la Teona general de 
funciones de variable compleja es Cau- 


chy; pero su definicion, aunque muy amplia en 
apariencia, es en realidad muy restringida. Para 
Cauchy, y para algunos de sus continuadores, una 
funcion w = f (z) no es otra cosa que una corres- 
pondence entre las dos variables z y w, expresa- 
ble por los sunbolos del Andlisis. Pero ya vimos 
en la conferencia tercera que el significado concre- 
to de esta vaga locution no es otro, en resumen, 
que el de combinacion aritmetica, mas o menos 
complicada, de las funciones elementales: 

z n , a z , log z, sen z, cos z, arc sen z,... 

Ya en las conferencias anteriores hemos podido 
apreciar las iinperfecciones de esta notion tan res- 
tringida. Allf vimos que una misma funcion puede 
tener expresiones analfticas muy distintas, y esta 
diversidad se acentua al llegar a las funciones de 
variable compleja. dQuien podrla adivinar que las 
dos expresiones 


1 , 1 -T 1 z 

7 T7 log s— — r— y arc tg z 

2i 1 — i z J 


representan la misma funcion? 
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Expresi6n que represen- 
ta dos funciones. 


Pero hay algo mds sor- 
prendente: una sola expre- 
sion anah'tica puede repre- 


sion 


sentar dos funciones distintas. 
Consideremos la serie 



la cual es convergente en el campo | z 2 — 1 | < 1 . 
Este conjunto de puntos que cumplen tal condi- 
cion, esta formado por dos ovalos de Cassini a 
uno y otro lado del eje y, con focos + 1 y — 1 . 
En el de la derecha, la serie coincide con la fun- 
cion 2z; y en el de la izquierda, con la funcion 
— 2 z. Una misma expresion nos define dos fun- 
ciones totalmente distintas. Reciprocamente, des- 
arrollense estas dos funciones, segun las potencias 
de z 2 — 1 , y obtenemos la misma serie. 

El lector puede comprobar muy fdcilmente ecto 
en los focos, pues al valor z = 1 corresponde 
w = 2, esto es, el daplo de la variable; mientras 
al valor z = — 1 , corresponde w = 2, es decir, 
menos el duplo de la variable. 

Mas adelante veremos que esta cuestion estd 
mtimamente relacionada con el desarrollo en serie 
de polinomios, rama importantisima en la que hay 


no pocos problemas por resolver. 
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INeeesidad de una de- 
fin leion rigurosa. 


iQu6 se deduce de tales 
ejemplos? La insuficiencia de 
la represen'tacion analitica 
para servir de base a una definicion rigurosa del 
concepto fancion de variable compleja. Tal repre- 
sentation analitica viene a ser como el ropaje de 
la funcion; esto es, como algo accesorio y variable 
a voluntad, que no puede servir en modo alguno 
para la determination de las funciones, y mucho 
menos para su definicion. 

Aparece, pues, bien tiara la necesidad de una 
definicion iniritiseca; y podemos establecer la con- 
clusion, aunque muchos no la admitan sin sorpre- 
sa, que Cauchy, fundador de la teoria, manejaba 
las funciones de variable compleja, y las maneja- 
ba genialmente, sin haber llegado a poseer un 
concepto claro que correspondiera a esta palabra; 
de igual modo que Euler y Laplace manejaban las 
series, y de ellas deducian conclusiones admira- 
bles, sin tener tiara notion de la convergencia. 

Nada de esto sorprendera a quien conozca la 
marcha normal de la Ciencia; en estos hombres 
geniales, la intuition suple el atraso de las teorias, 
y lo que no saben, lo adivinan. 


Obra subsisten- 
te de Cauchy. 


No quiere esto decir que la teo- 
ria de Cauchy haya sido completa- 
mente derogada. Quedan de ella, y 
seran eternamente clasicos, algunos resultados ca- 
pitals, entre los cuales es el mds importante la 
integral de Cauchy: 
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que define completamente la funcion en todo pun- 
to interior de un area simplemente conexa, cono- 
cidos sus valores en el contorno. 

Subsistira tambten el desarrollo de la funcion en 
serie de Taylor, que Cauchy demuestra por medio 
de su integral; y tambien sera siempre utilizado, 
con las modificaciones exigidas por el progreso de 
la teoria, su famoso Calculo de residuos. 

Puede caracterizarse el metodo de Cauchy como 
aplicacion sistematica de la integracion a lo largo 
de curvas; por este procedimiento llega a todos sus 
resultados importantes. 

Pero en aquel entonces no se poseta aun con 
claridad una idea que comprendiera a esta palabra 
curva, y estaban los matematicos muy lejos de sos- 
pechar la amph'sima indeterminacion y la enorme 
complejidad que este concepto encierra; por esto 
es forzoso introducir hoy tantas restricciones en 
aquellos resultados de Cauchy, que todavia tienen 
valor actual. Esta es una de las razones por las que 
la teoria ha sido en gran parte abandonada, vi- 
niendo a sustituirla el metodo geometrico de Rie- 
mann, o el aritmetico de Weierstrass; dando paso 
las integrates curvilineas al mas fecundo recur- 
so de la representacion conforme, y al de la con- 
vergencia uniforme de sucesiones indefinidas, re- 
cursos poderosos ambos que Cauchy no llego a 
poseer. 
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M&TODO DE WEIERSTRASS 


Proiongacion . Weierstrass construye cada fun- 


cias del tipo 

(A) w = a 0 + a t (z — a) + a, (z — a ) 2 + ... 

convergente en un cierto ci'rculo de centra a; esta 
serie hace corresponder a cada punto del ci'rculo 
un valor de w, y, por tanto, define una funcion en 
este ci'rculo; pero no debemos confundir el concep- 
to de funcion y el de serie. Antes hemos visto un 

caso en que una funcion . - estaba definida 


mas alia del ci'rculo de convergencia de la serie re- 
presentante; y su campo de existencia, compuesto 
de todo el piano, con excepcion de dos unieos pun- 
tos, solo podia cubrirse con infinitos circulos co- 
rrespondientes a infinitas series. Cuando se da 
previamente la funcion, como sucedia en dicho 
ejemplo, es facil obtener estos desarrollos en serie; 
basta desarrollar en serie de Taylor en un punto 
regular; desarrollar de nuevo en un punto del circu- 
lo de convergencia asi obtenido, etc. Asi vamos 
cubriendo con circulos el campo en que la funcion 
es regular, de igual modo que las tejas cubren un 
tejado- 

Pero aqui hemos partido de esta vaga nocion: 


analitica. 


cion por ampliaciones sucesivas. 
Consideremos una serie de poten- 
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funcion de variable compleja, que no hemos de- 
finido todavi'a en general. Pues bien: este proceso 
de las series enteras sucesivas es el que sirve de 
partida para llegar a la deseada definicion, en la 
rigurosa teorfa de Weierstrass. 

Partamos de una serie cualquiera del tipo (A), 
convergente en un cierto cfrculo; a esta la llama- 
mos primer elemento de la funcion que se trata de 
definir. Supongamos ahora que existe otra serie: 

(B) b 0 + b x (z — b) + b 2 (z — b ) 2 + 

convergente en otro cfrculo de centro b, que tiene 
una parte comun con el anterior y que en esta re- 
gion ambas series dan los mismos valores. Weier- 
strass dice entonces que la segunda serie es una 
prolongacion anawica de la primera. Considere- 
mos ahora todas las prolongaciones analfticas de 
dsta, es decir, todas las series que cumplan la an- 
terior condition. Obtenemos asf una corresponden- 
cia definida en un campo cada vez mas amplio, 
hasta que la prolongacion deja de ser posible. Esta 
correspondencia es la funcion completa. 


Definici6n de 
Weierstrass 


Hemos llegado, pues, a la defini- 
cion siguiente: 

Una funcion analttica, segun 
Weierstrass, es la correspondencia definida por 
una serie entera de potencias, con todas sus pro- 
longaciones analiticas. 

Obsdrvese que esta definicidn es puramente arit- 
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mdtica, con independencia de toda consideracion 
geometrica. Este fue el principal fin seguido por 
la inmortal obra de Weierstrass: la aritmetizacion 
del Analisis. Sin embargo, para una exposicion 
como la nuestra, de valor exclusivamente euristi- 
co, ofrece el lenguaje de la Geometria ventajas 
que lo hacen preferible. 

Convenido esto, se presentan inmediatamente 
dos cuestiones previas. En primer lugar, si parti- 
mos de un punto del primer circulo, icuantas pro- 
longaciones seran necesarias para llegar hasta 
cualquier otro punto del campo de la funcion? Poin- 
care y Volterra dieron hace tiempo la contestacion 
definitiva: basta un numero finito de prolongacio- 
nes, o una infinidad numerable. 

En segundo termino: si partiendo del circulo pri- 
mero llegamos a un mismo punto mediante prolon- 
gaciones anah'ticas, siguiendo caminos diversos, el 
valor final para la funcion dsera el mismo? Si tal 
sucede, la funcion se llamara uniforme; en caso 
contrario sera multiforme o infinitiforme. 

Esta cuestion estd mtimamente ligada con la 
existencia y naturaleza de los puntos singulares, 
de los cuales vamos a ocuparnos. 

Imaginemos que, al efectuar una su- 
Puntos sm- cesj6n ^ p ro longaciones, nos vemos 
guiares d e tenidos por un punto sobre el cual 
no podemos pasar; es decir, llegamos a un circulo 
en cuyo contorno hay un punto a tal, que ninguna 
serie ordenada, segun las potencias z—a, sea pro- 
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longacion de la anterior, o bien nos acercamos in- 
definidamente a el, sin que nunca llegue a quedar 
incluido en uno de los circulos, ni siquiera en su 
periferia. 

Tal punto se llama singular , y si esta aislado, 
es decir, si en un cierto entorno suyo no hay 
otros puntos singulares, podremos continuar las 
prolongaciones anah'ticas, no sobre el , sino alre- 
dedor de el. 

La investigation de los puntos singulares es 
una de las cuestiones mas complicadas en el meto- 
do de Weierstrass, y estas dificultades aumentan 
en grado sumo cuando la funcion no es uniforme, 
porque entonces puede ser un punto singular en 
una rama de la funcion y regular en otras ramas. 

La teoria aparece muy incompleta en este capf- 
tulo esencial. Cuando la funcion es uniforme, se 
sabe que el conjunto de puntos singulares ha de 
ser cerrado. Pero £es cierta la recfproca? Es decir: 
dado un conjunto cualquiera de esta naturaleza, 
iexiste una funcion analitica uniforme que lo tenga 
como conjunto singular? Goursat y Zoretti han 
dado demostraciones de la contestacion afirmativa; 
pero con restricciones que impiden considerar como 
resuelta esta cuestion importante (1) . 

Por ser bien conocido no nos detenemos en el 
clasico teorema de Liouville; pero citemoslo siquie- 
ra: «Una funcion analitica regular en todo el piano 
(incluso el punto del infinito) es una constante.» 

(1) Vease Zoretti: Lemons sur le prolongement analy- 
tique. —Paris, 1911, pag. 45. 
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Funcionss 

multiformes 


Si estas dificultades se presentan 
en la teoria de las funciones unifor- 
mes, comprendese que para las mul- 


tiformes las cuestiones se complican extraordina- 
riamente. He aqui una cuestion, analoga a la an- 
terior, que se presenta de modo natural al iniciar 
este estudio, y, sin embargo, todavia no resuelta. 
iPuede ser cualquiera el conjunto de los puntos 
singulares de una funcion multiforme, o, por el 
contrario, esta sometido a alguna restriccion? 

Zoretti ha aventurado la hipotesis de que tal 
conjunto singular es la suma de una sucesidn nu- 
merable de conjuntos cerrados (1) . Posteriormen- 
te, Koebe, el genial matematico aleman, de cuyos 
descubrimientos habremos de ocuparnos repetida- 
mente, ha avanzado mas en este sentido. Este 
problema esta mtimamente ligado al de la existen- 
ce de una funcion con campo de existencia prefi- 
jado; pero ambas cuestiones no se resolveran com- 
pletamente hasta que la teoria de la superficie de 
Riemann, de infinitas hojas, no se perfeccione. 

Para las funciones multiformes no hay teorema 
analogo al de Liouville. En efecto, existen funcio- 
nes (por ejemplo, las integrales abelianas de pri- 
mera especie) desprovistas de puntos singulares. 


Funciones con fron- de ]as {uncjones uniformeS , que 
tara natural. SQn ]as mds im p or tanteS. He- 
mos visto como se va ampliando el campo de exis- 

(1) Loc. cit. , pag. 51. 


Concretemonos ya al caso 
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tencia mediante prolongaciones sucesivas. Una pre- 
gunta ocurre inmediatamente: ipodra proseguirse 
ilimitadamente esta ampliacidn, o habra un h'mite 
que impida toda nueva prolongacion analitica? 

El matematico que primero resolvio este funda- 
mental problema fue el insigne Schwarz, y lo hizo 
de modo sencilh'simo, dando una funcion que no 
puede prolongarse mas alia de un contorno fijo. 
Este es el primer ejemplo conocido de funcion con 
frontera natural, que ha ejercido influencia inmen- 
sa en el desarrollo de la teoria de funciones, dando 
origen a la rama de funciones automorfas. 

Posteriormente, Poincare y varios otros han 
dado ejemplos sencillos de funciones con frontera 
natural. Hoy es sumamente facii proponer otras 
funciones que tengan esta propiedad. He aquf uno 
elementalfsimo: 

w (z) = Z 1! + Z 2! + Z 3! + z 4! + ... 

serie convergente para | z | <C 1 , que no admite 
prolongacion analitica ninguna; la circunferencia 
de radio 1 es, por tanto, su frontera natural. 

La razon es muy sencilla: es que todos los pun- 
tos de esta curva son singulares, y la prolonga- 
cion analftica no puede, por tanto, efectuarse en 
ninguna direccion. 

Pero si la funcion es multiforme, toda sencillez 
desaparece. Es preciso comenzar distinguiendo 
fronteras de una sola rama y fronteras de la fun- 
cion, etc. 
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Funciones con es- 
paeios lagunares 


Vencida por Schwarz la pri- 
mera dificultad, se presentaron 
en seguida ejemplos de funcio- 


nes con espacios lagunares, en los cuales no es- 
tan definidas, y si en todo el resto del piano; basta 
someter a una transformacion lineal una funcion con 
frontera, para obtener funciones con espacios la- 
gunares. Sirva como ejemplo sencillisimo la misma 
funcion w (z) del parrafo anterior, de la cual de- 
ducimos esta otra: 

z- 1! -f z- 2! + z- 3! + z- 4! +... 

Definida en todo el piano complejo, con excep- 
cion del circulo de radio 1 , su circunferencia forma 
una barrera infranqueable que impide penetrar en 
61 por prolongacion analitica. Este circulo es, pues, 
un espacio lagunar. 

No se crea, sin embargo, que la obtencion de 
espacios lagunares no circulares es tan sencilla. 
Posteriormente, han dado Poincare, Gomes Tei- 
xeira y Goursat ejemplos notables, llegando a es- 
tablecer metodos generales que permiten construir 
funciones con espacios lagunares, arbitrariamente 
prefijados (1) . 

(1) Vease: Poincare, Acta Soc. Fenn., t. 12, pagi- 
nas 341-350; Amer. Journ., t. 14, pags. 201-221.— Teixeira, 
Noud. Ann., ser. I, t. 6, pags. 43-45.— Goursat, Bull, des 
sciences math., ser. II, t. 11, pags. 109-114; Comp, rend., 
tomo 94, pags. 715-718. — Vease, ademas, su tratado de Ana- 
lisis, 2: a ed., t. 2, 1911, pag. 244. 
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Mediante este laboriosisimo 


diatamente nos preguntamos: eNo podra darse un 
desarrollo en serie unica, de tal naturaleza que 
coincida con la funcion en todo este campo? 

Desde luego, tal desarrollo no puede ser poten- 
cial, puesto que el campo de convergencia de tales 
series es siempre un circulo; pero ty tomando 
como terminos funciones^sencillas, distintas de las 
potencias? 

Problema complejo es este, l'ntimamente ligado 
a la cuestion de las singularidades. Hay funcio- 
nes con un punto singular unico (por ejemplo, e z , 
sen z,...)', otras tienen varios, como acontece con 
las racionales y sus analogas las meromorfas; pero 
el caso mas general es el de infinitos puntos sin- 
gulars. 

Asf clasificadas, la contestation es sencilla: las 
funciones cuyos puntos singulares forman un con- 
junto numerable, se pueden desarrollar en serie de 
funciones, cada uno de cuyos terminos admite uno 
de estos como punto singular; si el conjunto singu- 
lar no es numerable, tal desarrollo no es posible. 

Caso particular, el mas interesante, es aquel en 
que la funcion dada es holomorfa en todo el recin- 
to; entonces obtenemos un desarrollo en serie de 
polinomios, que es uniformemente convergente 
dentro del recinto. Este resultado es de Runge (1> . 

(1) Sobre los desarrollos en serie de polinomios, con- 
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Funciones de cam* 
po prefijado. 


Resuelta de piano queda la 
cuestion; pero esta sugiere otra 
y otras no menos fundamenta- 
les, y entre ellas el siguiente problema de Run- 
ge o>. 

Bien sabemos, despues del ejemplo de Schwarz, 
que hay funciones cuyo campo de existencia es 
finito, y tambien sabemos que este es conexo. 
Ahora bien; este campo total de existencia de la 
funcion analitica, iestara sometido a alguna otra 
restriction? De otro modo: si damos arbitraria- 
mente un recinto, iexiste una funcion que tenga 
6ste precisamente como campo total de exis- 
tencia? 

La contestacion de Runge es afirmativa, Ilegan- 
dose, en efecto, a dar una serie de funciones racio- 
nales, cuya suma define la funcion buscada (2) . 

Pero esta cuestion plantea en seguida otro pro- 
blema. Vemos aqui funciones analiticas represen- 
tadas por series de polinomios; pero tambibn sabe- 
mos-— y en el comienzo de esta conferencia dimos 
un ejemplo muy sencillo — que una serie de polino- 


siiltese la monografia: Montel, Leqons sur les series de 
poly nomes a une variable complexe. Paris, 1910. 

(1) Veanse sus clasicas memorias: Runge, Zur Theorie 
der analylischen Funktionen. Acta math., t. 6; Zur Theorie 
der eindeutigen analylischen Funktionen ■ Acta Math, t. 6. 
Una demostraciOn de Poincare y otra de Goursat, son in- 
completas. 

(2) Vease, ademds: Borel, Definition et domairie d’ Exis- 
tence des fonclions monogenes uniformes . — Cong. Cam- 
bridge, t. 1, 1012, pags. 133-144. 
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mios puede definir simultdneament e dos funciones 
distintas. iCual sera, pues, la condicion necesaria 
y suficiente para que una serie cuyos terminos son 
polinomios, represente una funcion analitica. 

Se conocen varias condiciones que son necesa- 
rias, y otras que son suflcientes ; se sabe, por ejem- 
plo, que es suficiente la convergencia aniforme de 
la serie, pero esta no es necesaria desde el mo- 
menta en que se conocen desarrollos no undomes, 
la condicion que sf es necesaria de todo P.unto, es 
la continuidad, esto es, la cuasi-amformidad del 
desarrollo (Arzela); pero esta no es en cambio su- 
ficiente, pues hay ejemplos de ies ^ P^ n °™ e 
cuasi-uniformemente convergentes, que no repie 
sentan funciones analiticas. La contestacion preci 
sa al problema no se ha logrado todavia. 


El estudio de la funcion en la pro- 
Teorema de ximida( i de sus puntos singulares, es 
Picard. de importancia esencial. Considere- 
mos en primer lugar los puntos singulares aisla- 
dos- cuando la funcion tiene h'mite infinito al_ acer- 
carse a el la variable en cualquier direccion se 
llama polo; cuando esto no sucede, la singularidao 
se llama esencial. La razon de considerarse los po- 
los como puntos singulares no esenciales es que 
formando la reci'proca de la funcion, d cho punto 
es ordinario para ella, mientras que en los puntos 

esenciales la singularidad subsiste. . . 

Weierstrass demostro que en la proximidad de 
un punto esencial la funcion se aproxima tan. 
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como se quiera a todo valor dado (1) . Pero quedaba 
una duda en pie: ^torna efectivamente la funcion 
en dicha proximidad todos los valores? De otro 
modo: dado un numero cualquiera a , itiene solu- 
tion la ecuacion f(z) = a? 

A Picard ha correspondido el honor de resolver 
este probletna importante, que completa un punto 
capital de la teoria; y su solution es en alto grado 
sorprendente. «En el entorno de un punto singular 
esencial, la funcion toma todos los valores, excep- 
to dos a lo sumo.» Y, si se trata de un punto singu- 
lar aislado, entonces toma la funcion todos los va- 
lores excepto uno a lo sumo. 

Un ejemplo elementalisimo: la funcion e z , que 
tiene como unico punto singular el del infinite, 
toma todos los valores, excepto uno solo: el 
cero- 

El teorema de Picard, de fecha ya lejana (1879), 
es actualmente objeto de multitud de estudios que 
han puesto de relieve toda su trascendencia, sobre 
todo en la teoria de Riemann y en la representa- 
tion conforme. Consultense las recientes memo- 
rias de Caratheodory, Landau, F6jer, etc (2) . 


(1) Bertini ha observado (Rend. 1st. Lomb., 1892) 
que la prioridad en esta cuestion corresponde a Casora- 
ti (1868). 

(2) Sobre esta region importante de la Teoria de fun- 
ciones, prepara el profesor Caratheodory, de Gbttingen, 
un interesante libro titulado: Der Picardsche Satz und seine 
Verallgemeinerungen . — (T eubner .) 
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m£todo de riemann 

De intento hemos dejado para el 
Memona fun- fjnal e j m £todo de Riemann, a pe- 
damentai. $ar de ser ante rior al de Weiers- 
trass, porque posee un valor actual superioi al de 
este. La teorla de Weierstrass tiene. mas interes 
teorico que practico, mientras la de Riemann satis- 
face en igual grado al rigor logico y a las necesi- 
dades de la Fisica, y en ella caben perfectamente 
sistematizados los resultados utiles de la teona de 
Weierstrass, y todo lo subsistente de la antigua 

teoria de Cauchy. . 

No escribio Riemann miles de pdginas, como 
Cauchy o como Gauss, 4 oda su labor profunda- 
mente revolucionaria en Geometria, la realizo con 
una sola Memoria de escaso volumen; para la 
creacion de la moderna teoria de funciones solo 
necesito un folleto de 40 paginas; sus obras com- 
pletas constituyen un tomo mucho menos volumi- 
noso que cualquiera de nuestros libros de texto. 

Diceseen Gotiriga que esta Memoria doctoral 
famosa, en que funda la nueva teoria de funciones, 
le fue rechazada por el ponente; y es bien expli- 
cable que esto aconteciera, pues tal es su protun- 
didad y su concision, que pasaron muchos anos 
sin que fueran comprendidas sus ideas. Aun hoy, 
pasado mds de medio siglo, y completamente des- 
arrollada su teoria, sigue siendo venero inagota 
ble donde se descubren constantemente nuevos 
tesoros ocultos; y cada uno esta revelado apenas 
por cuatro renglones. 
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Representaci6n 

conform©. 


Riemann procede a la inversa 
que Weierstrass. Sea G un recin- 
to cualquiera, simplemente o mul- 


tiplemente conexo, y a cada punto z del mismo le 
hacemos corresponder uno o varios valores de w. 
A un incremento A z corresponde un incremento 

A w, y, si el cociente tiene un limite unico para 

cada punto z, esto es, si existe derivada unica, 
entonces y solo entonces, dice Riemann que w es 
fancion de la variable compleja z. 

De esta definicion se deduce inmediatamente — y 
en ello no nos detendremos por ser asunto muy 
elemental— que si dos curvas en el piano de las z 
forman cierto angulo, sus homologas forman igual 
angulo; es decir, la representacion efectuada por 
una funcion analitica es conforme < 1} . Vemos clara- 
mente la diferencia entre ambos metodos. Riemann 
pone en primer termino el campo de existencia, y 
la condicion que adopta corno caracteristica es la 
monogenidad. Weierstrass construye dicho campo 
mediante prolongaciones sucesivas. Esta defini- 
cion de Riemann representa, para la teoria de fun- 
ciones complejas, el momento historico analogo al 
que en las funciones reales representa la definicion 
de Riemann-Dirichlet. 

La teoria moderna de funciones, edificada sobre 
las ideas de Riemann, ocupa actualmente una posi- 

(1) La palabra conforme quiere decir que no altera los 
dngulos de las figuras, y, por tanto, las regiones infinitesi- 
males pueden considerarse como semejantes. 
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cion central en la Matematica, y dentro de ella 
constituye su nucleo la representation conforme. 
Haremos una rapida resena de las tres fases que 
presenta esta en su desarrollo, las cuales caracte- 
rizaremos asi: l. a , Riemann; 2. a , Schwarz; o.' , 
Poincare y Koebe. 

Pero, antes de entrar en esta exposition, aclare- 
mos el significado de estas dos palabras: represen- 
tation conforme , las cuales no designan solamen- 
te una teoria final, con problemas y metodos pro- 
pios, sino tambien un recurso auxiliar en la teoria 
de ecuaciones en derivadas parciales, y fundamen- 
tal en la de funciones complejas; de igual modo 
que el Calculo integral tiene finalidad propia, a la 
vez que constituye un algoritmo auxiliar en las di- 
versas,ramas del Analisis y de la Geometria. 


transforrne en un circulo, de modo que la co- 
rrespondence sea biunivoca, continua y con- 

Riemann contesta afirmativamente: hay infinitas 
funciones que efectuan la representacion conforme 
del recinto sobre el circulo, y cada una esta de- 
terminada dando tres pares de puntos homologos 
en los contornos, o bien un par solamente en el 
contorno, y otro par de puntos interiores. 

Su demostracidn se apoyaba sobre este razona- 
miento: dada la integral doble 


Problema de 
Hiomann. 


He aqui el problema de Riemann: 
Dado un recinto simplemente co- 
nexo, iexiste una funcion que lo 
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consideremos todas las funciones reales posi- 
bles u (x,y); cada una da valor no negativo a esta 
integral, luego hay una, al menos, que nos dard 
el mi'nimo valor, y con esta funcion u 0 (x,y) se 
construye facilmente la funcion compleja buscada. 

En la primera mitad del siglo xix este razona- 
miento habria parecido intachable; pero las exi- 
gences del rigor matematico eran ya demasiado 
terminates para que la conclusion de Riemann 
fuera admitida por Weierstrass y sus discipulos. 
Analicemos criticamente. 

Consideremos todas las funciones posibles 
a {x,y), y cada una nos da un numero positivo; te- 
nemos asi infinites ntimeros. iHabra entre ellos 
uno menor que todos los demas? Existe, si, con 
toda seguridad el numero que se llama extremo 
inferior del conjunto; pero este numero puede no 
pertenecer al conjunto, y entonces no habra fun- 
cion ninguna que de a la integral este valor mini- 
mo. Esta especie de postulado que utiliza Riemann 
es el llamado principio de Dirichlet. 

En otro tiempo se hubiera dicho, a lo sumo, del 
razonamiento de Riemann, que era poco riguroso, 
pero despues de Weierstrass no se admiten ya 
grados de rigor. Un teorema es cierlo o es falso; 
una afirmacion esta demostrada o no esta demos- 
trada; en la Matematica actual no caben terminos 
medios. 
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Comienza, a partir de esta grave obje- 


cion, una larguisima sene de ensayos 
para resolver el problema de Riemann, con todo el 
rigor exigido por la escuela de Weierstrass; y el 
primero que logra la solucion completa es el genial 
Schwarz. 

Capital es ya esta contribution, y, sin embargo, 
hay algo mas importante en sus investigaciones; es 
que en ellas, al movilizar, digamoslo asf, todos los 
recursos imaginables para asaltar la imponente 
fortaleza, durante tanto tiempo y con tanto brio 
por altas mentalidades atacada, enriquece el And- 
lisis con metodos nuevos; y, por muy importante 
que sea la resolution de un problema, mil veces 
mas trascendente para la marcha de la Ciencia es 
la creation de un metodo, que, con el tiempo, y 
por muchas inteligencias aplicado, permitird re- 
solver series y series de variados problemas. 

Imposible dedicar la debida extension a su obra, 
rigurosa como la de Weierstrass, profunda como 
la de Riemann, clara y atrayente como la de Eu- 
ler. Pero citemos siquiera sus tres recursos funda- 
mentals, cuyos nombres son bien conocidos de 
todo el que ha abierto cualquier tratado moderno 
de funciones: el Principio de simetria de Schwarz; 
el Invariante diferencial de Schwarz; el Lerna de 
Schwarz (I) . 

(1) Las obras completas de Schwarz f orman dos volume- 
nes (Berlin, 1890), en los cuales encuentran constantemente 
los modernos matematicos nuevas ideas fecundas. Asi, por 
ejemplo, el Lema con el que puede construirse casi toda la 
Teoria de funciones, ha sido encontrado por Carathdodory. 
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Aplicaciones de la re- 
presentation conforms 


Y bien — preguntardn al- 
gunos de los que me escu- 
chan — : epara qud sirve este 


famoso problema de la representacion conforme? 

Voy a prescindir de sus relaciones con las demas 
teorfas del Analisis; no trataremos de su aplicacion 
a la teorfa general de ecuaciones en derivadas par- 
ciales; ni de las aplicaciones bellfsimas a la teoria de 
la serie hipergeometrica logradas por Schwarz (1 >; 
ni pondremos ejemplos en que el teorema de Koebe 
sobre la deformacion de los recintos (Verzerrunzs- 
satz) simplifica las demostraciones de convergen- 
cia; ni de la elegante demostracion del teorema de 
Picard, lograda por medio de la representacion 
conforme de triangulos; ni nos ocuparemos de la 
eficaz ayuda que la teoria ha de prestar al Algebra 
en lo porvenir 1 (2) ; ni entraremos en la interesante 
cuestion acerca del influjo que habra de ejercer en 
la Geometria la representacion conforme proyec- 
tiva (3) . Solo nos ocuparemos, y muy brevemente, 
de la resolucion del problema de Dirichlet, y de la 
teoria de la uniformacion de curvas. 


(1) En su Memoria clasica resuelve del modo mds rigu- 
roso y mds sencillo imaginable el dificil problema de hallar 
las series hipergeometricas que definen funciones alge- 
braicas. 

(2) Varias aplicaciones elementales hemos expuesto en 
nuestra Memoria: Aplicaciones algebraicas de la represen- 
tacion conforme. Congreso de Madrid, 1913. 

(3) Un ensayo en este sentido contienen nuestros Fan - 
damentos de la Geometria proyeclioa superior. — Ma- 
drid, 1916. 
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Problema de 
Dirichlet 


He aqui el problema de Dirichlet: 
Dado un recinto, hallar una funcion 
u (x,y) de dos variables reales, que 


en todo panto del mismo satisfaga a la ecuacion 
de Laplace: 


i) que en el contorno tenga valores prefijados. 

iQue relacion puede existir entre este problema, 
relativo a funciones reales, y aquel de la represen- 
tation conforme, en el que se trata de una funcion 
compleja? Esta relacion, y muy tntirna, estriba en 
la propiedad que b’ene la ecuacion de Laplace de 
ser invariante respecto de toda representacion 
conforme. Es decir, si a (x,y) satisface a (A) en un 
recinto situado en el piano (x,y), y este recinto se 
transforma en otro del piano {£,,'<]) por medio de una 
representacion conforme, la funcion obtenida a (£,irj) 
satisface tambien a la ecuacion de Laplace. 

Aplicacion inmediata: sabremos resolver el pro- 
blema de Dirichlet para un recinto, si podemos ha- 
cerlo para otro recinto transformado conforme de 
aquel. Ahora bien: la solucion para el circulo es 
inmediata, y viene dada en forma sencilla por la 
integral de Poisson (,) ; luego el problema general 
de Dirichlet queda reducido a saber representar 
cualquier recinto sobre el circulo, y este es preci- 
samente el problema de Riemann. 

(1) Una resolution muy elemental para el circulo hemos 
dadoen el Congresode Valladolid (Seccion l. a ), 1915. 


(A) 



162 



I'UNDACION 
JUANELO 
I URRIANO 


Convencidos ya de que el proble- 
Apiicaciones ma ^ Rj emann re suelve el de Di- 

nsicas. Hchlet, ique trascendencia puede te- 
ller esta cuestion, que parece planteada por un 
capricho de matematicos desocupados? 

Para contestar a esta pregunta, vamos a alejar- 
nos del Analisis. En todo problema de Fi'sica ma- 
tematica hay tres partes: l. a Planteo matematico; 
es decir, traduccion en ecuaciones; si el problema 
es de dos o mas variables, estas son ecuaciones en 
derivadas parciales. 2. a Integracion de estas ecua- 
ciones; esto es, obtencion de las funciones que las 
satisfacen y que, ademas, cumplen ciertas con- 
diciones en los h'mites, dadas pwr las condiciones 
iniciales del problema. Dicho brevemente: tene- 
mos un problema decontorno (Randtwertaufgabe). 
3. a Interpretacion fi'sica de los resultados obte- 
nidos. 

Pues bien: los mas importantes problemas de 
Electricidad, de Termologi'a, de Elasticidad..., dan 
origen a ecuaciones de Laplace; esto es, se redu- 
cen al problema de Dirichlet. Pondremos algun 
ejemplo. 

Imaginad un disco metalico cuya temperatura 
llega a estacionarse, es decir, se hace independien- 
te del tiempo, y solamente es, por tanto, funcion 
de los puntos del disco. Para la determinacion de 
esta en el interior, basta conocer la temperatura en 
el contorno, porque esta es una funcion armonica, 
es decir, satisface a la ecuacion de Laplace. El pro- 
blema de las temperaturas estacionarias se resuel- 
ve, pues, con tres operaciones: l. a Se efectua la 
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representaci6n conforme del disco dado sobre el 
circulo. 2. a Se forma para esta la integral de Pois- 
son. 3. a Se trasladan al primer recinto los valores 
asi calculados. 

Equivalentes son multitud de problemas de Hi- 
drodinamica plana (movimiento de liquidos en es- 
tanques y canales, etc.), de elasticidad (torsion de 
barras y vigas...); todos ellos conducen a la ecua- 
cion de Laplace, y por ende se resuelven por re- 
presentacion conforme. 

Ved como durante el ultimo tercio del siglo xix, 
mientras los matematicos espanoles, hondamente 
preocupados con el porque del imaginarismo, no 
han osado nunca pasar mas alia de la division, 
otros hombres de lejanos paises se ocupaban, so- 
bre todo, del como se opera con ella, para lograr 
aplicaciones utiles; ilegando a resultados tan reales 
y tangibles como todos estos relativos al disco de 
metal, al estanque de agua, a la barra de acero... 


La Matematica avanza siempre por ampliacio- 
nes sucesivas; una vez resuelto el problema de 
Riemann, se presenta de modo natural su generali- 
zacion, en dos direcciones diferentes. 

Del recinto simplemente conexo, pasa Schottky 
al multiplemente conexo, logrando reducirlo por 
representacion conforme a un tipo unico de recin- 
tos limitados por circunferencias. 


Poincare 
y Koebe. 


Llegamos a la tercera fase en el des- 
arrollo de la teoria de la representacion 
conforme. 
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Segunda generalizacidn : Imaginad un recinto 
simplemente conexo, no formado por una hoja 
sencilla, sino cornpuesto de infinitas hojas, ligadas 
entre si por infinitos puntos de ramificacion; ies 
posible efectuar su representation conforme sobre 
el circulo? Poincare did el ano 1887, en unafamosa 
Memoria, la solucion al problema, por un metodo 
que titulo del barrido (batayage), pero distaba 
mucho de ser rigurosa y completa. Ha sido moder- 
namente, en 1908, cuando Poincard y Koebe, si- 
multdneamente, y por caminos muy distintos, han 
llegado a la total solucion del problema. 

Y dsta se presenta en forma alternativa: o el re- 
cinto es representable sobre el circulo, o sobre 
todo el piano, o sobre todo el piano exceptuado un 
solo punto. A estos tres tipos normales se reducen 
todos los recintos antes citados. 

Koebe avanza mas todavia. Imaginad que el re- 
cinto se compone de infinitas hojas, y no es simple- 
mente conexo, ni siquiera lo es multiplemente, sino 
que su orden de conexion es infinito y que no tie- 
ne una ni varias hojas, sino infinitas; y que infinito 
es tambidn el numero de puntos de ramificacion. 

A pesar de esta abrumadora complicacion, Koe- 
be ha logrado genialmente reducirlos todos por re- 
presentacion conforme a recintos tipicos sencillos, 
limitados por circunferencias. 

Y bien— objetareis quizas— , ipara qud propo- 
nerse estos problemas tan dificiles como arbitra- 
rios? Ciertas son sus dificultades enormes, pero 
no hay tal arbitrariedad. El problema de la repre- 
sentacion conforme, planteado con tan ampltsimo 
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grado de generalidad, se presenta de modo natural 
al abordar otro problema, en apariencia muy senci- 
llo: el problema de la uniformacion. 



F 1 w i ^ 

coordenadas puntuales sea: 


Considerad una curva alge- 
braica bien sencilla; por ejern- 
plo, la cubica cuya ecuacion en 


La construccion por puntos es siempre algo asi- 
metrico y multiforme; unos valores de y nos de- 
terminan dos correspondientes de x; otros, en cam- 
bio, no dan valor ninguno para x. Esta construc- 
cion de la curva es algo que difiere de la idea in- 
tuitiva que todos poseemos de la generation por el 
movimiento de un punto. Mucho mas sencilla, y 
mas adecuada para la investigacion de sus propie- 
dades, es la representation parametrica: 


donde a la variable independiente t puede atri- 
buirse si se quiere el significado tiempo; a cada 
instante corresponde un punto, y reciprocamente. 
La funcion algebraica multiforme ha sido substi- 
tuida con ventaja por dos funciones uniformes. 

iPuede esto lograrse con toda funcion algebrai- 
ca? Si exigimos que las dos funciones sean racio- 
nales, esto es, polinomios en t, o cocientes de po- 


x = t 8 y = t 2 , 
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linomios, la uniformacion de la curva algebraica 
dada solo es posible cuando sea unicursal, es de- 
cir, cuando todos sus puntos forman una rama uni- 
ca finita o infinita. Pero si prescinditnos de esta 
restriccion de que las funciones uniformantes sean 
racionales, y solo exigimos su uniformidad, el pro- 
blema admite siempre solucion. Este es el irnpor- 
tantfsimo resultado obtenido por Poincare en dpo- 
ca ya lejana: 

Se logra utiiformar toda funcion algebraica 
mediante un par de funciones automorfas. 


plisima generalidad. Dada una curva analitica, es 
decir, una funcion analitica y = f (x), iexisten dos 
funciones uniformes 


que representen esta funcion? Comprendese bien 
que la solucion, si existe, ha de ser complicadisi- 
ma. En efecto, solo poniendo en juego todos los 
potentisimos recursos de la representacion confor 
me (teorema de existencia, teoremas de deforma- 
cion, etc.), ha cabido a Koebe el honor de dar cima 
a la atrevida empresa (1) . 

(1) Las numerosas memorias de Koebe se hallan espar- 
cidas en Gotingen Nachrichten , Mathemattsche Annalen, 


Uniformacion de 
curvas anallticas. 


Resuelto el problema para las 
funciones algebraicas, se planted 
inmediatamente con toda su am- 


x = (t) y = ? (t) 
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La fndole de estas conferencias nos impide en- 
trar en este sector capitah'simo de la teoria de fun- 
ciones, contiguo a otro no menos interesante, el de 
las funciones automorfas, cuyo problema central 
ha esperado la solucion varios anos, estando pen- 
diente de ella la conclusion de la monumental obra 
de Fricke y Klein (1) , hasta que al fin la ha logra- 
do Koebe en 1911, del modo mds eompleto y satis- 
factory. 


Jahresbericht y Journal de Crelle, desde 1908 en adelante. 
La bibliografia completa puede verse en una resefla que 
preparamos sobre esta teoria. 

(1) Fricke-Klein: Vorlesungen iiber die Theorie der 


automorphen Funktionen. — Leipzig, 1897-1912. 
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FUNCIONES ESPECIALES 


Funciones elipti- 
eas y algebraicas. 


Ya hemos advertido, al comen - 
zar esta conferencia, que habia 
de quedar muy incompleta nuestra 


exposicion, por la amplitud inmensa del campo de 
esta teoria. Indicaremos, como complemento de 
la deficiente reseda, algunas direcciones en que 
esta podria extenderse, partiendo de los proble- 
mas centrales, unicos de que nos hemos ocupado. 

Lugar preferente, por su importancia y por su 
brillante historia, deben ocupar en toda exposicion 
sistematica las funciones elipticas y las funciones 
algebraicas; pero ante la imposibilidad de dar una 
idea, ni siquiera remotamente aproximada, de su 
estado actual, es lo mas discrete no desflorarlas 
siquiera. 

Comprenda el lector profano cuan vano empe- 
no serfa querer entrar en estas teorias especiales, 
cuyo estudio exige el conocimiento completo de la 
teoria moderna de funciones analiticas (a la que se 
dedica en toda Universidad extranjera a! menos 
dos semestres), cuando en nuestros centros supe- 
riors no suele darse ni siquiera el concepto de 
funcion de variable compleja; y solo en el docto- 
rado, al final de la carrera, cuando ya no es posi- 
ble hacer aplicaciones a las demas disciplinas, se 
llega timidamente a unas elementales nociones de 
esta teoria, eje de toda la Matematica actual. 

Si esto sucede con las funciones que en los 
demds paises han llegado al dominio elemental, 
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cicu&ntos anos pasaran hasta que lleguen a nos- 
otros las diversas categories especiales de funcio- 
nes, de tanta importancia teorica y de tan gran 
valor practico en las diversas ramas fisico-mate- 
maticas, como son, por ejemplo: las funciones es- 
fericas, las cilfndricas, la hipergeom6trica, las au- 
tomorfas, las hiperelfpticas y abelianas? 

Hagamos votos porque esta realidad bochornosa 
se modifique, y que nuestros reformadores de es- 
tudios, mas felizmente inspirados, subsanen pron- 
to deficiencia tan lamentable, incluyendo en nues- 
tros planes de estudios las teorfas posteriores al 
ano51, feeha en que inicia Riemann una nueva 
era. Por nuestra parte haremos alguna indication 
bibliografica, util a los estudiosos 

(1) Sobre funciones elfpticas hay multitud de tratados 
elementales recomendables, por ejemplo: 

Appell-Lacour: Principes de la Theorie des fonctions 
dliptiques et applications— Paris, 1896. 

Y el estudio de las funciones elfpticas modulares puede 
hacerse en la obra ctesica: 

Klein-Fricke: Vorlesungen iiber die Theorie der ellip- 
tischen Modiilfanktionen. — 2 t.— Leipzig, 1890-92. 

La teorfa de las funciones algebraicas (de la cual ni si- 
quiera la definicidn ha llegado hasta nosotros) puede estu- 
diarse en: 

Appell-Goursat: Th&orie des Fonctions algebriques et 
de tears integrates. — Paris, 1895. 

Picard-Simart: Theorie des Fonctions algebriques de 
deux variables independantes . — 2 t. — Paris, 1906. 

Hensel-Landsberg: Theorie der algebraischen Funktio - 
nen einer Variablen.—Le\^7Ag , 1902. 

Stahl: Abriss einer Theorie der algebraischen Funktio - 
nen einer Veranderlichen— Leipzig, 1911. 

La teorfa de la superficie de Riemann, recurso funda- 
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Funciones enteras. , °} ra rama importantisima de 
las funciones analfticas consti- 
tuyen las funciones enteras, esto es, regulares en 
todo el piano, excepto en el punto del infinito, y, 
por tanto, analogas a los polinomios en muchas 
propiedades. Su expresion aritmetica es una serie 
de potencias cuyo radio de convergencia es in- 
finito. 

Habrfamos de ocuparnos, en primer termino, 
del desarrollo en prodcuto infinito, logrado por 
Weierstrass, gracias a la idea de los f adores pri- 
marios exponenciales. Pasariamos despues a las 
investigaciones trascendentales de Laguerre, quien 
introduce la nocion de genero de la funcion, idea 
genial, en la que radica todo el desarrollo ulterior, 
y relaciona los ceros de la funcion y de su deriva- 
da, de modo analogo al de los polinomios. Nos 
ocuparfamos tambien de los resultados de Poinca- 

mental en toda la teoria de funciones, sobre todo en las 
algebraicas, puede estudiarse en 

Klein: Riemannsche Flachen (Autog.).— Leipzig, 1906. 

Weyl: Die Idee der Riemannschen Flache. Leipzig, 1913. 

Y sus aplicaciones a la Geometria algebraica, en nues- 
tros ya citados Fundamentos. 

Para las diversas categorlas de funciones importantes, 
consultense los libros siguientes: 

Vivanti: Funzione poliedriche e modulari. Milano, 1906. 

Krazer ‘. Lehrbuch der Thetafunktionen. Leipzig, 1903. 

Klein: Uber die hupergeometrische Funktion. — Leip- 
zig, 1906. 

Nielsen: Handbuch der Theorie der Zy Under funktionen. 
Leipzig, 1904. 

Schafheitlin: Theorie der Besselschen Funktionen . — 
Leipzig, 1908. 
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re acerca de la variation del valor absoluto de la 
funcion, comparada con sus coeficientes y con la 
funcion exponential, que es el tipo mas sencillo de 
las funciones enteras. Y no dejarlamos de citar los 
trabajos de Hadamard, que completan los de Poin- 
care, estudiando los maximos y mfnimos de la fun- 
cion en circunferencias sucesivas. 

De mil otras cuestiones habria que tratar, y asi 
llegariamos a cuestiones no resueltas, como son 
las relativas a la variacion de /O2), respecto de 
la variacion de z. Por ejemplo: fijada una circunfe- 
rencia de radio r, en ella alcanza la funcion un ma- 
ximo M. iComo varia M al variar r? (1) . 


Funciones de va 
rias variables. 


Para terminar, digamos algo 
de una generalization que, des- 
de fecha lejana, se ha presen- 
tado a los matematicos de modo natural, y no 
ha llegado, sin embargo, a constituir un cuerpo 
armonico de doctrina hasta estos tiltimos anos. 
Nos referimos a las funciones de varias variables 
complejas. Prescindamos del caso especial de las 
funciones algebraicas de dos variables, bien estu- 
diado por Picard y Simart, en su conocida obra; 
tratase ahora de las funciones analiticas cuales- 


(1) Esta teoria de las funciones enteras puede estu- 

diarse en _ . 

Borel: Lemons sur les fonctions entieres.— Paris, 1900. 
Blumenthal: Grandlage der Theorie der ganzen Funk - 
tionen unendlicher Ordnung>—(Ex\ prensa.) 
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quiera; y entonces surgen dificultades numerosas, 
a veces insuperables. 

La variacion de un numero complejo la segui- 
mos bien en un piano; para la variacion de un par 
de numeros complejos necesitamos acudir al espa- 
cio de cuatro dimensiones, y la intuicion geometri- 
ca que de modo eficaz facilita la investigacion, 
deja de sernos util. En vez de la ecuacion de La- 
place A u = 0, fundamental en la teorfa de Rie- 
rnann, se nos presentan ahora nada menos que 
cuatro ecuaciones no derivadas parciales. El pro- 
blema central de Riemann sobre la representation 
conforme no tiene analogo que pueda servir de 
nucleo a la teoria. 

Mucho se ha logrado, sin embargo, en estos ul- 
titnos anos. Ya se ha estudiado la funcion lineo- 
lineal de dos variables, se han dado representa- 
ciones geometricas que facilitan el estudio de va- 
rias variables independientes, y se han sentado ya 
varias piedras fundamentales (por ejemplo, la ge- 
neralization de la integral de Cauchy), gracias, so- 
bre todo, a los trabajos de Forsyth y Poincare (1) . 
Finalmente, se ha avanzado bastante en e! campo 
de las funciones cuadruplemente periodicas (2) . 

Pero al llegar al problema de la uniformacion, 
todos los recursos puestos en juego por Koebe y 


(1) El estado actual de la teorfa puede estudiarse en 
Forsyth: Theory of fo actions of two complex variables. — 
Cambridge, 1914. 

(2) Vease su libro: Baker, An Introduction to the theo- 
ry of multiply-periodic functions — Cambridge, 1913. 
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PoincarS para el caso de una sola variable, de- 
jan de servirnos; por hoy no es posible vislumbrar 
ni siquiera la existencia de una solucion. 

Recordad la excursion que haciamos en la con- 
ferencia anterior por el campo de las funciones 
reales, y pensad en que despues de las funciones 
de varias variables complejas habrd que estudiar 
las de infinitas variables, y que este infinito podrd 
ser numerable o continuo, y que habra que em- 
prender, por tanto, el estudio de entes analogos a 
las funciones de linea de Volterra, y que 6stas 
habra que generalizarlas en mil y mil direcciones 
diversas. Y ahora decidme si los espiritus pobres 
que, para disimular su cortedad, dicen que en la 
Matematica esta todo hecho , no tienen campo 
inmenso en que demostrar sus aptitudes. 
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CONFERENCIA SEXTA 


Sistematizacidn de la Matemdtica por medio 
de la Teoria de grupos 


Nos ocupamos hoy de la teoria de grupos, ter- 
minando as! el programa que nos hablamos pro- 
puesto, encerrado en estas tres palabras: Conjun- 
tos, funciones y grupos. 


Todos sabdis que en la Matemdti- 
Concepto de ca ge opera) n0 S 61o con numeros, 

grupo. sjno t arn bien con otros entes abstrac- 
ts, como son, por ejemplo, las sustituciones entre 
n objetos, las operaciones funcionales, las trans- 
formaciones anallticas o geometricas, etc., y no 
serd preciso recordar que se llama producto de dos 
transformaciones a la que resulta de efectuar estas 
dos sucesivamente. 
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Considerad un conjunto de transformaciones; si 
al multiplicar estas entre si resulta siempre una 
transformacion del conjunto dado; si ademas figu- 
ra en este la transformacion identica o unidad, y 
si ademas de esto cada una del conjunto tiene en 
el mismo su inversa, entonces se dice que el con- 
junto dado de transformaciones es un grupo. 

El matematico a quien corresponde el honor de 
haber adivinado el gran poder clasificador de los 
grupos, y haber iniciado un metodo de organiza- 
cion de Algebra, que ha servido de modelo para 
sistematizar despues otras ramas de la ciencia, es 
Galois, el malogrado genio de cuya labor creado- 
ra habremos de ocuparnos. 

No entraremos en la teoria de los grupos abs- 
tractos, ciencia nacida como una stntesis final de 
una brillante serie de aplicaciones del concepto 
grupo a las mas variadas teorias matematicas (1) . 

Imposible es llegar, en una sola conferencia, 
hasta detallar los problemas particulares que en to- 
das estas aplicaciones se presentan. Mas bien va- 
mos a ocuparnos hoy de la sistematizacion logra- 
da en Algebra, en Analisis y en Geometrfa, por 
esta idea de grupo. 


(1) Pueden estudiarse los grupos abstractos en 
Seguier: Elements de la Theorie de groupes abstraits. 
Paris, 1904. 

N e x t o : Grappen - und Substitutionentheorie . — L e i p - 
zig, 1908. 
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SISTEMATIZACldN del algebra 


No se crea que el concepto de 


. grupo se ha presentado en la Mate- 
sus i uciones. m ^j Ca con t oc j a j a amplisima gene- 

ralidad de la definicion anterior. Las teorias gene- 
rales, como son la de conjuntos, la de funciones o 
correspondencias, y la de grupos, se organizan 
para sistematizar una serie de teorias menos am- 
plias, y estas, a su vez, nacen del estudio de un 
problema concreto. 

La Teoria general de grupos tiene su origen en 
los grupos de sustituciones entre n objetos, cuyo 
estudio data de comienzos del siglo xix. 

Cauchy puede considerarse como su fundador, 
y el problema concreto a que se aplica es de la re- 
solucion de ecuaciones. Pero el primer matematico 
que mostro el enlace intimo entre la Teoria de gru- 
pos y la Teoria de de ecuaciones algebraicas, fud 
Galois (1) . 

Es demasiado conocida su vida para que sea ne- 
cesario referirla. Galois y Abel son los dos ejem- 
plos mas notables de precocidad que registra la 
historia de la Ciencia. 

De un matematico que muere a los veintiun 
anos, y deja su nombre unido a una teoria comple- 
jisima que ha transformado el Algebra y servido 

(1) La obra inedita de Qalois no fue conocida hasta que 
la publicd Liouville en 1846. (Galois murid en 30 de mayo 
de 1832.) 
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de modelo a la obra de Lie para las ecuaciones di- 
ferenciales, bien podia esperarse que hubiera efec- 
tuado una revolucion radical en la Matematica, de 
haber vivido una vida normal. 

Galois no desarrollo su teorfa. De ella no dejo 
sino muy compendioso manuscrito, redactado, en 
gran parte, la vfspera del desaffo que le costo la 
vida, y no es posible exigir gran precision de len- 
guaje en una obra redactada en tan excepcionales 
condiciones. 

Hermite, Serret, Bertrand, han continuado la 
teorfa de Galois; pero su verdadero organizador 
es Jordan. El ha introducido las nociones de com- 
posicion, de isomorfismo y de clase en los grupos, 
y ha sistematizado la Teorfa completa en su fun- 
damental tratado, todavfa vigente. 


Formemos, por un lado, el campo de racionali- 
dad de sus coeficientes; es decir, el conjunto de to- 
dos los numeros que se deducen de ellos por las 
cuatro operaciones racionales; por otra parte, el 
campo de racionalidad de las raices. 

El problema de Galois es el siguiente: Hallar 
este campo conocido el pr'mero, o sea calcular va- 
rios numeros de este campo por medio de ecuacio- 
nes auxiliares mas sencillas, de los cuales puedan 
deducirse las rafces buscadas, como combinaciones 
racionales de ellos. 


G-rupo d© una 
ecuacion. 


Consideremos una ecuacidn de 
raices desiguales, y para mayor sen- 
cillez, con coeficientes numdricos. 
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Muchos de los elementos del segundo campo de 
racionalidad estan contenidos en el primero; por 
ejemplo, todas las combinaciones racionales simd- 
tricas de las rai'ces se pueden expresar por medio de 
operaciones racionales con los coeficientes, y, por 
tanto, pertenecen al primer campo de racionalidad. 

Ahora bien: ique son las funciones simetricas de 
las rai'ces? Son funciones racionales de ellas que 
tienen la propiedad de no alterarse al permutar es- 
tas de cualquier modo; es decir, al aplicar a las n 
rai'ces cualquiera de las n! sustituciones posibles 
entre ti objetos. Dicho en terminos mas breves: las 
funciones simetricas son inoariantes respecto del 
grupo sirnetrico. 

Pues bien, consideremos ahora un caso mds ge- 
neral, a saber: que no solo las funciones simetricas 
de las rai'ces pertenezcan al primer campo, sino un 
conjunto mas amplio de funciones racionales; esto 
es, que ciertas funciones simetricas y no simdtricas 
de las rai'ces sean expresables, racionalmente, por 
medio de los coeficientes. El grupo de sustituciones 
que dejan invariantes a estas funciones de las rai'- 
ces serd entonces menos amplio que el grupo simd- 
trico, y se llama grupo de Galois de la ecuacidn. 


_ , ■ , Dada una ecuacion cualquiera, 

Besoluoidn alge- £n g enera ] ) e j g rU p 0 de Galois de 
braiea de ecua- e j| a eg £ j s j m ^ r j C0 ; es decir, SOlO 

clones. j ag f unc j ones simetricas de las rai'- 
ces se pueden expresar por medio de combinacio- 
nes racionales de los coeficientes. 
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Pero ampliemos el campo de racionalidad de los 
coeficientes mediante la adjuticion de nuevos nu- 
meros; por ejemplo, la rafces de una ecuacion au- 
xiliar. Entonces el grupo de la ecuacion se redu- 
ce. Pues bien: la idea fundamental en Teoria de 
Galois consiste en elegir la ecuacion auxiliar de tal 
modo que, al ampliarse mas y mas el campo de ra- 
cionalidad de los coeficientes, el grupo de Galois 
se vaya reduciendo, hasta que llegue a constar so- 
lamente de la sustitucion identica. 

iCuales son las funciones que son invariantes 
respecto de esta sustitucion? Todas. <iQu6 habre- 
mos logrado entonces? Que todas las funciones ra- 
cionales de las raices (y en particular las rafces 
mismas) se puedan expresar como funciones racio- 
nales del campo asi ampliado. El campo de racio- 
nalidad de las raices coincide con el campo de ra- 
cionalidad de los coeficientes, o esta contenido en 
61, y la ecuacion ha quedado resuelta ri). 

iQuiere esto decir que llegaremos a una formula 
comoda que nos de los valores de la rafces? No, 
en modo alguno. El metodo de Galois no es pro- 
cedimiento de calculo practico; es un sistema de 
clasificacion teorica. Como el mismo dice: «La 
belleza y la dificultad de la teoria estriba, precisa- 
mente, en que sabemos indicar los calculos y pre- 
ver los resultados, sin que podamos efectuarlos.» 

(1) Para el estudio de la teoria moderna de ecuaciones 
algebraicas, citaremos solamente el tratado magistral: We- 
ber, Lehrbuch der Algebra— 3 tomos; 2. a edicidn.— Leip- 
zig, 1898-1908. 
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Ecuaciones resolu- 
bles por radicales. 


En la Teoria de Galois estan 
contenidos, como casos particu- 
larisimos, todos los metodos an- 


teriores para resolver ecuaciones de tipos espe- 

ci a i e s 

Antes de Abel, durante todo el siglo xvm, se 
ocuparon los matematicos con este problema: re- 
solver las ecuaciones algebraicas por medio de ra- 
dicales. Abel cerro estas tentativas, demostrando 
que ya en las de 5.° grado hay ecuaciones no re- 
solubles por radicales. Esto no obsta, naturalmen- 
te, para que muchas ecuaciones numericas de gra- 
do superior sean resolubles con este algoritmo- 

Coloquemonos ahora en el punto de vista supe- 
rior de Galois, y preguntemos: dCuales son las 
ecuaciones resolubles por radicales? De otro modo: 
dada una ecuacion, ipodremos decir si cumple o no 
esta condicion? 

Esta pregunta equivale a esta otra: dEs posible 
ampliar el campo de racionalidad de los coeficien- 
tes mediante la adjuncion de las rafces reales de 
ecuaciones del tipo x 11 = a, de modo que el grupo 
de Galois se reduzca a la sustitucion identica? 

Formemos el grupo de Galois de la ecuacion 
dada y hallemos la serie de sus subgrupos inva- 
riantes. La condicion necesaria y suficiente para 
que la ecuacion sea resoluble por radicales, es 
que los indices de estos grupos sean numeros 
primos. 
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SISTEMATIZACION DEL ANALISIS 


o-rupos continues. L ° s cre f dores de la Teona 


zando con ella toda la Matematica, son Klein y 
Sophus Lie. Fue en el periodo 1870-1880 cuando 
ambos jovenes matematicos elevaron la Universi- 
dad de Leipzig a un grado de esplendor nunca 
despues superado. 

Fero las investigaciones de Klein se refieren 
mds bien a los grupos discontinues, y las de Lie 
exclusivamente a los grupos continuos. 

Consideremos un sistema de ecuaciones: 


de las cuales se pueden despejar x x , x 2 , ..., x n en 
funcion de x\, x' 2 , ..., x' n . Este paso de las 
x t , ..., x n a sus correspondientes x' l5 ..., x'„ es una 
sustitation , o una transformation, o una corres- 
pondence; la cual sera continua si lo son todas 
estas funciones. 

Efectuar un producto de dos transformaciones, 
es aplicar dstas sucesivamente; y un conjunto de 
transformaciones se llama grupo, cuando el pro- 
ducto de dos cualesquiera de ellas figura en el mis- 
mo conjunto, con las condiciones suplementarias 
que antes senalabamos. 


moderna de grupos, sistemati- 


X'l =fi (x x , X 2 , ..., Xn) 
X ' 2 =f 2 (X t , X 2 , ..., X n ) 
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Ecuaciones di- Li ® hizo tres series de aplicacio- 

ferenciales. neS de >f Te ° na de g ru P° s COnt *- 

nuos: a las Ecuaciones diferencia- 
les, a la Teoria de inoariantes, y a la Geometria. 

Antes se consideraban ecuaciones diferenciales 
integrables y ecuaciones no integrables. Habia 
multitud de metodos, que figuran en los libros cla- 
sicos, para obtener en forma explicita la integral 
general o reducirla a cuadraturas. Cada idea feliz 
daba origen a un nuevo metodo. 

Pero se observa un hecho notable. Las ecuacio- 
nes diferenciales que se integran por estos pro- 
cedimientos, tienen la propiedad de ser invarian- 
tes respecto de un cierto sistema de transformacio- 
nes; sistema que, claro es, forma un grupo. Mas 
aiin: los antiguos metodos de integracion utiliza- 
ban implfcitamente esta propiedad, sin darse cuen- 
ta de ella. 

Lo mismo sucede con las ecuaciones en deriva- 
das parciales. Los metodos de Lagrange, de Pfaff, 
de Cauchy y Jacobi para las ecuaciones en deri- 
vadas parciales de primer orden, no consisten en 
otra cosa sino en transformarlas en otras mas sen- 
cillas. 

Parece, pues, natural prescindir de los infinitos 
artificios mas o menos ingeniosos a que se redu- 
cen aquellos metodos, y colocarse con Sophus Lie 
en un punto de vista superior, planteando el si- 
guiente problema: 

Hallar el grupo de transformaciones que dejan 
invariante una ecuacion diferencial, y utilizar 
este para integrarla. 
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Teoria de los invarian- 
tes difereneiales. 


Suele llamarse Teoria de 
invariantes o Teoria de for- 
mas al estudio de los inva- 


riantes algebraicos, esto es, de ciertas combina- 
ciones racionales de los coeficientes de un polino- 
mio, que no alteran o quedan multiplicadas por 
una constante al efectuar en este polinomio una 
sustitucion lineal. 

Los fundadores de esta Teoria son Cayley, Ja- 
cobi, Hesse,... Pero la palabra invariante tiene un 
significado mas amplio. En primer lugar, las fun- 
ciones pueden no ser algebraicas: pueden conte- 
ner, ademas, las derivadas; y se obtienen asi los 
invariantes difereneiales. En segundo lugar, las 
sustituciones a que se somete la funcion pueden 
no ser lineales. 

La Teoria de la curvatura de Euler-Monge no 
es otra cosa que el estudio de un invariante dife- 
rencial respecto del grupo de los movimientos. 

La Teoria de la deformacion de superficies de 
Gauss, es el estudio de otro invariante. 

La Teoria de la curvatura de Riemann en el es- 
pacio de n dimensiones, no es sino el estudio de 
otro invariante diferencial respecto del grupo de 
los movimientos en E n . 

Analogamente sucede con la Teoria de las trans- 
formaciones de contacto de Lie, las de Laguerre y 
Halphen. 

Todas estas Teorias quedan incluidas en la de 
Lie, y estos invariantes son casos particulares de 
los invariantes difereneiales de Lie respecto de un 
grupo continuo cualquiera. 
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Problema de 
Hilbert. 


En toda su Teona supone Lie que 
las funciones que definen las trans- 
formaciones son derivables. 


Hilbert ha planteado la siguiente cuestion: ?Sub- 
siste la Teorla de Lie, o que modificaciones debe 
safrir, si se prescinde de la hipotesis de que las 
funciones sean derivables? (1) . 

La condicion de que varias transformaciones for- 
men un grupo, esta expresada por una ecuacion 
funcional. El metodo constantemente seguido por 
Lie, consiste en transformarla por diferenciaciones 
en un sistema de ecuaciones en derivadas parcia- 
les; si prescindimos de la condicion de que sean 
derivables, su Teona deja de ser aplicable. 

Esta restriccion es de un gran valor. Hemos di- 
cho, en efecto, que Lie utiliza su Teorfa para esta- 
blecer un sistema de axiomas para la Geometrfa. 
Pero esta condicion de la existencia de la diferen- 
cial, no es posible establecerla en los fundamentos 
sino de un modo largo y enojoso, no adecuado a 
su objeto. 

Hilbert se pregunta: iNo sera posible transfor- 
mar un grupo cualquiera en otro accesible al me- 
todo de Lie? 


(1) Mathematische Probleme — G8tt. Nach., 1900. 
Brouwer: Die Theorie der endlichen continuierlichen 
Gruppen unabhangig von den Axiomen von Lie . — Con- 
greso de Roma, 1908. 



FUNDACIOM 
JUANELO ; 
TURR1ANO 


SISTEMATIZACI6N de la geometria 


. .. . La Geometria intuitiva abstrae 

Deflmcion de mu ] t j tuc j d e sensaciones (color, pe- 
la Geometria. so ^ substituyendo a los cuerpos 
por entes ideales, llamados figuras geome'tricas, 
cuyas propiedades estudia. Pero ^cuales son es- 
tas propiedades que constituyen el objeto de la 
Geometria? No las relaciones con el mundo ex- 
terno, sino las que no varfan en el movimiento 
de la figura; es decir, las propiedades inherentes 
a esta. Dicho en lenguaje matematico: las pro- 
piedades invariantes respecto del grupo de los 
movimientos. 

Cuando decimos que el teorema de Pitagoras 
es una propiedad del triangulo rectangulo, no nos 
referimos a un triangulo rectangulo determinado, 
sino a uno arbitrario, cualquiera que sea su magni- 
tud y su posicion. Es decir, son las propiedades 
independientes de la posicion absoluta de las figu- 
ras respecto de la Tierra, las que estudia la Geo- 
metria, y no solo independientes de la posicion, 
sino tambien de la magnitud y del sentido. 

Obtenemos asi la siguiente definition de Klein: 

La Geometria estudia las propiedades inva- 
riantes de las figuras respecto del grupo formado 
por todos los movimientos, mas todas las seme- 
janzas , mas todas las simetrlas. 

Este grupo se llama fundamental de la Geo- 
metria. 

Pero ya en conferencias anteriores hemos ex- 
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puesto la evolution de la Geometria. Nacida de la 
observacion de la Naturaleza, prescinde de la in- 
tuicion, para constituirse como ciencia exacta, y 
asi llegamos a la notion de espacio abstracto. 
Pues bien: siendo puramente abstractos los entes 
con que la Geometria opera, claro es que pode- 
mos ampliar indefinidamente este espacio abstrac- 
to, atribuyendole cualquier numero de dimensiones, 
y el grupo fundamental puede sustituirse igualmen- 
te por cualquier otro. 

Llegamos asi a la siguiente definition mas ge- 
neral dada por Klein: 

Dado un conjunto de cualquier numero de di- 
mensiones , y un grupo de transformaciones entre 
sus elementos , se llama Geometria at estudio de 
las propiedades de aquel conjunto que son in- 
variantes respecto de las transformaciones de 
este grupo. 


Q-eometrias metri- Aceptada esta conception tan 
ea y proyectiva. am P lia de a Geometria, resulta 
que en cada espacio hay tantas 
ramas geometricas o tantas Geometrfas como gru- 
pos de transformaciones puedan definirse entre 
sus elementos. 

Analicemos, por via de ejemplo, la mutua de- 
pendence entre las dos Geometrfas mds conocidas, 
por su caracter elemental: la Geometria metrica , 
euclidiana y la Geometria proyectiva. 

La Metrica nace del estudio de las propiedades 
que apreciamos por el sentido del tacto; la Geo- 
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metria proyectiva nace de la percepcion visual del 
espacio fisico. 

En la Geometria metrica dos segmentos son 
equivalentes cuando se pueden superponer; para 
la Geometria proyectiva todos los segmentos y, 
mas general, dos figuras cualesquiera que se de- 
ducen una de otra por secciones y proyecciones, 
son equivalentes. En la Geometria metrica, los 
triangulos rectangulos tienen propiedades espe- 
ciales; la elipse, la hiperbola y la parabola tienen 
propiedades distintas; la circunferencia es una 
elipse especial. En la Geometria proyectiva todos 
los triangulos son equivalentes y todas las conicas 
lo son tambien. 

En una palabra: la Metrica estudia las propieda- 
des que son invariantes respecto del grupo funda- 
mental, mas dejan de subsistir en cualquier otra 
transformacion; la Geometria proyectiva estudia 
todas las propiedades que no alteran por una co- 
lineacion cualquiera, pero si por una transforma- 
cion no proyectiva. 


Metodo proyectivo 
y metodo mdtrico. 


Todos sabeis que la Metrica 
esta inclutda en la Geometria 
proyectiva como caso particu- 
lar. Toda propiedad metrica de una figura es una 
propiedad proyectiva de esta figura respecto de la 
involucion rectangular del infinito; o dicho mas 
brevemente: de los elementos imaginarios circu- 
lares del espacio. 

Un ejemplo; el teorema de Metrica: Las alturas 
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de un triangulo concurren en un punto, es un 
caso particular de este otro proyectivo: «Los tres 
pares de lados opuestos de un cuadri-vertice, son 
cortados por toda secante en tres pares de una in- 
volution.* 

De aqui nacen dos metodos para estudiar la Geo- 
metria metrica: 

l.° Estudiar la Geometria proyectiva respecto 
de la figura fija formada por los puntos circulares, 
o por la curva circular del infinito. Este es el me- 
todo proyectivo. 

2° Estudiar solamente aquellas propiedades 
proyectivas que quedan invariantes, no para todas 
las colineaciones, sino solo para las que dejan fija 
esta figura del infinito; es decir: los mooimientos, 
semejanzas y simetrlas. Este es el metodo me- 
trico. 


Prineipio Este hecho que acabamos de senalar es 
de Klein mu Y an % uo > y Klein ha sido el primero 
en notar su extraordinario alcance. En su 
famoso programa de Erlangen (1) , origen de la 
Geometria moderna, establece el siguiente princi- 
pio clasificador de la Geometria: 

Sea G un grupo cualquiera y consideremos la 
Geometria fundada en el; es decir, la rama que es- 
tudia las propiedades invariantes respecto de este 
grupo. 

(1) Vergleichende Beti achtungen iiber neuere geome- 
trische Forschungen— Erlangen, 1872; 48 pags. 
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Sustituyamos este grupo G por otro G' mas am- 
plio, que lo comprenda como subgrupo. Las propie- 
dades que eran invariantes respecto de G, apare- 
cen ahora divididas en dos clases: unas son tam- 
bien invariantes respecto de las nuevas transfor- 
maciones de G', y, por tanto, corresponden en rea- 
lidad a la Geometria de este grupo G'; otras, en 
cambio, dejan de subsistir respecto de G'; es decir, 
son privativas del grupo G. 

Resulta, pues, que al ampliar el grupo que sir- 
ve de fundamento a una Geometria, el campo de 
las propiedades geometricas se restringe, y nacen 
asi, perfectamente clasificadas, nuevas y nuevas 
ramas, segun el grupo que se adopte como base. 


Geometria q Ue j a Q eorne t n ' a proyectiva com- 
esfenca p ren( j e corno C aso particular a la Metri- 
ca. Hubo una epoca, en el segundo tercio del 
siglo xix, en que llego a declararse la rama pro- 
yectiva como la Geometria por excelencia. «Los 
matematicos de entonces — dice Klein — se acostum- 
braron de tal modo al punto de vista proyectivo, 
que este se consideraba como el unico cientifico. 
Toda demostracion elemental, todo razonamiento 
de indole metrica, se consideraba satisfactorio, so- 
lamente si en el intervenian los puntos circulares, 
el circulo del infinito, la razon doble, o cosas pa- 
red das. » 

Puede caracterizarse aquella epoca, en la que 
todavia vivimos en Espana, por la frase de Cay- 


Hemos senalado el hecho conocido 
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ley: La Geometria proyectiva es toda la Geo- 
metria. 

La voz de Klein fud la primera que se alzo para 
protestar de tal exclusivismo. «A1 lado de la Geo- 
metria proyectiva — proclama repetidamente— exis- 
ten varias otras con igual derecho de existencia. 

De ningtin modo debe presentarse siempre el circu- 
lo como caso particular de las conicas, pues tienen 
circulo y esfera sobrado interes respecto de las de- 
mds conicas y cuadricas. Igualmente absurdo serfa 
pretender edificar con metodo proyectivo la teoria 
de las transformaciones por radios reciprocos.» 

Una de las Geometrias a que aludia Klein es la 
Geometria conforme. De igual modo que la rama 
proyectiva nace ampliando el grupo fundamental 
con todas las proyecciones y secciones, nace la 
Geometria conforme agregando al grupo funda- 
mental todas las transformaciones por radios rec- 
tores reciprocos. 

El infinito en esta Geometria desempena el pa- 
pel de un punto; los pianos y las esferas son equi- 
valentes, y, en cambio, la esfera y el elipsoide 
tienen propiedades esencialmente distintas. Son 
elementos invariantes en esta Geometria las razo- 
nes dobles y los angulos; sus coordenadas natura- 
les son las tetractclicas y las pentaesf ericas. 

Pero el grupo de esta Geometria conforme pue- 
de ampliarse mas y mas, llegando a la Geometria 
esferica de Lie. En ella son equivalentes los pia- 
nos y las esferas y los pantos; son elementos in- 
variantes las escamas; forman cuerpo las esferas, 
los pianos y los pantos. 
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Greometria proyec- 
tiva superior. 


La frase de Cayley antes ci- 
tada ha perdido, pues, su va- 
lor; despues de la concepcion 
de Lie no puede ya aplicarse. 

Ahora bien: <mo sera quizds la Geometria pro- 
yectiva elemental susceptible de tal ampliacion que 
alcance, y aun sobrepuje, el grado de generalidad 
de la Qeometria de Lie? Desde luego, la restric- 
cion de que el grupo que le sirve de base sea pun- 
tual, desaparece, ampliandolo con las correlacio- 
nes; asimismo puede ampliarse mediante el imagi- 
narismo. Pero como alcanza su grado maximo de 
generalidad es ampliando el numero de dimensio- 
nes del espacio proyectivo. 

Definimos, pues, la Geometria proyectiva supe- 
rior como la Ciencia que estudia las propiedades 
invariantes del espacio de n dimensiones, res- 
pecto del grupo proyectivo y de cada uno de sus 
subgrupos. 

Este plan es el que hemos desarrollado en la 
obra que la Academia tuvo la benevolencia de pre- 
miar, y a ella remitimos a quien desee estudiar 
esta disciplina (1 >. 

Solo haremos dos observaciones: 1 . a Concebida 
de este modo tan amplio la Geometria proyectiva 
superior, la mayor parte de su campo estd por ex- 
plorar. 2. a Esta disciplina abarca y comprende, no 
solo a la Geometria metrica y esferica de Lie, sino 
a todas las Geometrias actualmente bien estudiadas. 


(1) Como en dicha obra damos copiosa bibliograffa, 
es necesario reproducirla aqui. 


no 
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G-eometrlas 

trascendentes 


El grupo de la Geometria elemen- 
tal puede ampliarse de nuevo. Las 
transformaciones proyectivas son bi- 


rracionales; es decir, las coordenadas de cada pun- 
to son funciones racionales de las de su homologo. 
Ahora bien: iexisten funciones birracionales distin- 
tas de las lineales? 

Para n = 1, la contestation que da la Teona de 
funciones es negativa. Toda correspondencia ana- 
litica que es biunivoca es una proyectividad. Para 
n = 2, no sucede lo propio; el caso de la transfor- 
macion cuadrdtica es bien conocido desde princi- 
pios del siglo xix. Finalmente, Cremona dio la so- 
lucion general, presentando una teoria completa de 
estas transformaciones birracionales, que desde en- 
tonces se llaman cremonianas. 

dPero existe una teoria de los invariantes de las 
transformaciones cremonianas, es decir, una Geo- 
metria fundada en el grupo cremoniano? Todavia 
no. El resultado mas importante logrado hasta aho- 
ra es el teorema de Clifford-Nother-Rosanes. 

Todavia mas amplio que el grupo cremoniano es 
el de las transformaciones puntuales algebrai- 
cas, propuesto por Riemann, y todavia no estu- 
diado, si se exceptuan los trabajos de Noether so- 
bre las curvas algebraicas. Otra laguna en el cam- 
po geometrico. 

Mds general: el grupo de todas las transforma- 
ciones puntuales conformes. Tampoco estudiadas 
apenas. 

Mas general todavia: el grupo de todas las de- 
formaciones. Cada curva se transforma en otra de 
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igual ntimero de ramas y puntos multiples. Tene- 
mos un invariante: la curva de Jordan; otro inva- 
riante: la dimension; otro: el orden de conexidn. 
La Geometrfa de este grupo es la Topologia o 
Analisis Situs. 

Mas amplio aun es el grupo de todas las trans- 
formaciones puntaales. Todas las curvas y todas 
las superficies son en este sistema equivalentes. 
La dimension deja, pues, de ser un invariante. 

En todas estas transformaciones, ya sea elemen- 
to fundamental el punto, el piano, la esfera, hemos 
observado un caracter comun: a dos figuras tan- 
gentes corresponden dos figuras tangentes. Por 
ejemplo, fijdmonos en el grupo proyectivo. 

De aqui nace la idea de considerar todas las 
transformaciones del espacio que solo cumplen esta 
condicion: transformar figuras tangentes en figuras 
tangentes. Estas son las transformaciones de con- 
tacto. En el grupo que forman estan contenidos 
como subgrupos todos los anteriores. 

Asi como el elemento fundamental en las Geo- 
metrias anteriores es el punto, es decir un conjun- 
to de tres coordenadas, aqui el elemento funda- 
mental es un conjunto de cinco ndmeros: 

, . . , 3z 3z 

(x, y, z, p, q) siendo: p = q = 

En lenguaje geometrico, tal elemento esta for- 
mado por un punto y un entorno infinitesimal 
del piano que lo contiene, o sea: una escama 
(Schuppe). Toda figura geomdtrica es un lugar 
geomdtrico de escamas. 
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Puntos, curvas y superficies desarrollables o no, 
son equivalentes en esta Geometrfa, y se transfor- 
man unos en otros. Cada figura esta definida por 
una ecuacion diferencial , y toda propiedad estd 
expresada por un invariante diferencial. 


He aqui, en resumen, el 
esquema de todo el edificio 
geometrico: En primer lugar, 
tenemos este escalonamiento: 


Conexiones entre las 
diversas Q-eomotrfas. 


Geometria: 


2 g 

O u 


m£trica. 

proyectiva elemental, 
birracional. 
Topologia. 
j puntual. 


de contacto. 


En segundo termino, otra escala de relaciones: 

Geometria: 





o 
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r 

_____ 
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o 

53 

Q> < 

o 
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Cj 

Grupo de 
contacto. 


de contacto. 
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y la conexion entre ambas queda evidenciada con 


geometrica: 


^ G.proyec. elemental 
G. M6trlca..< 

^ G. conforme .... 

^ G. proyec. superior . x 
> Gs ' trascendentes . . 

\ G. esferica ^ 
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Terminamos aqui la sistematizacion de las teo- 
rias que constituyen la Matematica actual. En to- 
das ellas hemos procurado, en el curso de estas 
conferencias, partir de nociones muy elementales, 
de todos bien conocidas, y desde ellas, a grandes 
pasos, hemos atravesado rapidamente el campo 
inmenso de esta Ciencia, sin detenernos en la re- 
gion armonica y de contornos bien limitados, que 
constituye la Matematica vigente (1) , para llegar 
hasta la imprecisa li'nea divisoria, frontera de lo 
desconocido, donde las paradojas se presentan y 
la discusion es ya posible. 

Quedan, ciertamente, infinidad de teorias que no 
hemos citado; la simple enunciacion de sus nom- 
bres, hubiera sido facil pero insufrible alarde pe- 
dantesco. El oyente o lector en quien estas confe- 
rencias hayan despertado la sana curiosidad de 
conocer el mundo nuevo de la Matematica moder- 
na, acuda en busca de orientacion bibliografica a 
la Enciclopedia Teubtier o al Repertorio de Pas- 

(1) De la extensi6n inmensa de sus teorias puede for- 
marse idea consultando las obras del profesor Galdeano, 
unicas fuentes de consulta en lengua castellana. 
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cal. Nuestro proposito era mds modesto; nos basta 
haber conseguido que todas estas ramas queden 
incluidas en la clasificacion amplisima en que he- 
mos sistematizado las teorias capitales, agrupan- 
dolas en torno de estas tres ideas: Conjantos, 
Funciones y Grupos. 
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